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 Античная, пифагорейско-платоновская концепция мировой гармонии, как особый способ восприятия 
природы, космоса, внешнего мира, сыграла большую роль в истории познания. Она оказала глубокое 
непреходящее воздействие на развитие естествознания и в различных своих модификациях служила и 
продолжает служить чем-то вроде путеводной звезды, основы мировосприятия для наиболее выдающихся 
естествоиспытателей. Обычно мировая гармония понимается как идея единства и целостности мира, 
согласованности, соразмерности всех его частей и компонентов. В изначальном варианте единство 
Вселенной, космоса, “прекраснейшего, – по словам Платона, – из вещей” описывается посредством 
совершенных геометрических тел и простейших арифметических пропорций; в дальнейшем к ним добавились 
более утончённые математические модели и конструкции. В любом случае математика, по общему 
признанию, единственно возможный язык природы, содержащий в своей потенции всё, что вообще может 
потребоваться для её адекватного представления, с высокой притом степенью точности.  

 По сути концепция мировой гармонии это “лишь” философский научно-методологический постулат, 
сродни религиозной догме. В него можно верить или не верить, принимать или не принимать, а доказать или 
опровергнуть нельзя. Но с другой стороны это необходимое, хотя и недостаточное условие рационального 
мышления, без которого большая наука вообще невозможна; в лучшем случае мы имели бы убогий набор 
эмпирических или полуэмпирических правил и наукообразных конструкций, лишённых мировоззренческого 
содержания и теоретической значимости. Едва ли найдется серьезный исследователь, который вполне 
осознанно (Платон, Кеплер, Ньютон, Лейбниц, Ломоносов, Планк, Эйнштейн, Дирак, Гейзенберг и множество 
других выдающихся ученых), или хотя бы интуитивно не придерживался в своей научной деятельности идеи 
единства мира и сопричастности его частей целому.  

 Но трудности всегда возникают там, где кончается декларация и начинается конкретное дело, когда 
преисполненные благих намерений энтузиасты красивой идеи пытаются реализовать её в виде 
математических построений. Всю историю естествознания, в первом хотя бы приближении, можно 
характеризовать как вечную погоню за казалось бы близкой, но всегда ускользающей мировой гармонией, 
попытку человеческого разума с его ограниченными интеллектуальными способностями и техническими 
возможностями добраться до сути вещей, постичь красоту мира в его целостности и соразмерности. 
Неверно, однако, представлять такой поиск как по большому счету бесплодные потуги достичь 
недосягаемого, как смену сменяющих друг друга научных картин мира с отличными от прежних новыми 
мировоззренческими фундаменталиями и химерой окончательности. При любой, даже самой радикальной 
смене научной парадигмы в остатке всегда остаются какие-то весточки из самых глубин гармонии, нечто 
“самое-самое”, доступное разве что переосмыслению и дополнению, но не пересмотру или принижению. Так, в 
физической теории это прежде всего великие законы сохранения, закон изменения энтропии, 
фундаментальные физические постоянные.  

 Если же говорить о чистой математике со своим редко соотносящимся с потребностями 
естествознания импульсом развития, то огромное, причем априорно отнюдь не очевидное прикладное 
значение имеет, например, вариационное исчисление, задачи на минимум и максимум. Исключительно важную 
роль в математике и её многочисленных приложениях играют важнейшие математические константы, к 
числу которых относится и константа золотого сечения . Естественно возникает неизбежный в контексте 
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настоящей работы вопрос о её значимости, о теоретическом и онтологическом статусе принципа золотого 
сечения. Здесь явно просматриваются две диаметрально противоположные тенденции, которые представим 
неперсонифицированно, выделяя наиболее характерные особенности каждой из них. Понятно, что 
собирательный, без учета существующих нюансов образ всегда может казаться чересчур упрощённым, где-
то даже гротескным. Но в данном случае тонкие различия кажутся нам излишними, в этой теме можно 
вообще глубоко увязнуть, а усреднённый “экспрессионистский” портрет обеих групп вполне достаточен для 
наших целей.  

 Для определённости пылких обожателей, “кому несть числа и имя которым легион”, золотого сечения и 
всего что с ним связано назовём мидасовцами – по имени обращающего всё в золото легендарного царя 
Мидаса, а их относительно малочисленных, но стойких в своих убеждениях и непримиримых оппонентов – 
антимидасовцами. Есть ещё отдельная и совсем уж малочисленная группа авторов, настолько влюблённых в 
золотое сечение и константу Фидия, что любое к ним относящееся обобщение считается покушением на их 
непорочную чистоту, непозволительной дерзостью, заслуживающей сурового осуждения и осмеяния; их мы 
назовем фидианцами. Разумеется, в идейных спорах численный перевес той или иной группы мало что значит, 
а указанные подходы не на пустом месте возникли: каждый из них имеет свои резоны, свою мотивацию и 
несокрушимую аргументацию. Первый из трёх подходов базируется на обилии и разнородности причастных к 
золотому сечению, или кажущихся таковыми, фактов, второй – на недостоверности подавляющего 
большинства из них, последний – на уникальной неповторимости золотого сечения и константы Фидия. 
Подобная, присущая научному мышлению разноголосица, заслуживает более детального обсуждения, но для 
этого следует прежде уточнить некоторые понятия и конструкты, придерживаясь, насколько возможно, 
устоявшейся терминологии и традиций. 
 

1. Понятия и элементы теории золотого сечения 
Золотое сечение 

 В изначальном смысле и согласно каноническому определению это ἄκρος καὶ μέσος λόγος – деление 
отрезка в крайнем и среднем отношении. В словесной формулировке целое относится к большей части как 
большая часть к меньшей речь идёт уже не только об отрезках, а о произвольных величинах, не обязательно 
геометрической природы. Впрочем, судя по некоторым источникам золотое сечение понимается не только как 
некое геометрическое построение или определенная пропорция, а гораздо шире, хотя и без чётко очерченных 
границ применимости понятия. Проще поэтому говорить о геометрических носителях золотой пропорции.  

Фигуры и тела золотого сечения 
 Помимо канонического отрезка и прямоугольника с соответствующим отношением сторон наиболее 
известной фигурой, двумерным символом золотого сечения вправе считаться пентаграмма (пентальфа, 
пентагерон), обычно понимаемая как пятиугольная звезда, вписанная в правильный пятиугольник. Весьма 
популярна и золотая логарифмическая спираль – с постоянным углом   73° между радиусом-вектором и 
касательной к кривой. Среди других узнаваемых золотых фигур укажем на прямоугольные и равнобедренные 
треугольники нескольких типов, эллипсы и ромбы, образуемые соединением золотых треугольников. 

 Список трёхмерных золотых тел всегда начинается со знаменитых ещё со времен Платона, позже “Начал” 
Евклида додекаэдра и икосаэдра – двух из пяти платоновых тел, то есть многогранников составленных из 
однотипных правильных многоугольников. Интересна и пространственная логарифмическая спираль, 
трёхмерный аналог своего двумерного прототипа. Особым вниманием, в связи с пропорциями Большой 
пирамиды Хеопса, нередко толкуемыми с привлечением “гипотезы Геродота”, пользуется золотая пирамида 
(второе золотое сечение, квадратный корень из числа ). Известны также золотые призмы, эллипсоиды, 
ромбоэдры, 13 архимедовых тел – полуправильных многогранников составленных из правильных 
многоугольников двух или более типов, столько же двойственных (дуальных) им каталановых тел, 
составленных подобно правильным многогранникам из одинаковых, но уже неправильных многоугольников, а 
также множество трёхмерных тел менее благородного происхождения.  

 Существует достаточно простой и надёжный тест, выявляющий принадлежность геометрического тела к 
золотому семейству. Надо просто совместить центр исследуемого тела с началом трёхмерной декартовой 
системы координат и приняв, для простоты, половину длины ребра многогранника за единицу определить 
координаты всех вершин. Для додекаэдра (30 ребер, 20 вершин) имеем следующую систему координат: (1, 1, 
1), (0, 1/, ), (1/, , 0), (, 0, 1/) [Dodecahedron], для дуального ему икосаэдра (30 ребер, 12 
вершин) соответственно (0, 1, ), (1, , 0), (, 0, 1) [Icosacahedron]. Комментарии здесь излишни, так же 
как допустим в случае архимедова ромбоикосододекаэдра (120 ребер, 60 вершин): (1, 1, 3), (3, 1, 1), 
(1, 3, 1), (2, , 2), (2, 2, ), (, 2, 2), ((2+), 0, 2), (2, (2+), 0), (0, 2, (2 +)). 
Аналогично и для пяти других архимедовых – икосододекаэдр, курносый додекаэдр, усеченные додекаэдр, 
икосаэдр, икосододекаэдр – и шести дуальных им каталановых тел. В итоге 2 многогранника из 5 в “элитной” 
группе платоновых тел и 12 из 26 в “полуэлитных” группах архимедовых и каталановых тел являются 
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золотыми. Таким образом, почти половина наиболее важных трёхмерных тел непосредственно причастна к 
золотой пропорции. Понятно, что через константу  выражаются и другие параметры тел: двугранные углы, 
радиусы вписанных и описанных сфер, площади граней и всей поверхности, объёмы тел [Weisstein]. Это 
серьезный и вполне объективный показатель геометрической значимости золотой пропорции, выявляемый 
наличием константы . 

Константа золотого сечения 
 Далеко не полный, но достаточно представительный обзор геометрических фигур и особенно тел 
подводит к рассмотрению центрального элемента теории золотого сечения – константы . Существует 
несколько взаимосвязанных и формально равноправных, но содержательно различных и эвристически 
неравнозначных определений этого числа. 

 Квадратное уравнение. Если приведённую выше каноническую формулировку золотого сечения записать 
на языке математики, приравняв при этом “большую часть” единице, получим уравнение 

 х2 – х – 1 = 0  (1) 

положительный корень которого  

 x+   =  
2

51 
 = 1,61803 39887 49894 84820 45868 34365 63811 77203 … 

и есть константа золотого сечения (отрицательный корень x– = – 0,61803 39887 …). Любопытно, что именно это 
уравнение является основным источником отрицания математической значимости золотой пропорции. 
Действительно, заурядное, ничем внешне не примечательное квадратное уравнение – чему здесь удивляться и 
восхищаться? Рассуждая подобным образом можно придти к отрицанию значимости … большей части 
современной математики. Ведь мнимая единица i может определяться как корень ещё более простого 
квадратного уравнения х2 + 1 = 0. Надо ли говорить о роли константы i в математике и её приложениях, о том, 
что без неё, то есть фактически без понятия комплексного числа и без теории комплексных величин, 
математика, да пожалуй и современное естествознание и техника были бы отброшены в доэйлеровский период? 
Формальная простота математической конструкции не есть критерий её малозначительности, чаще бывает как 
раз наоборот.  

 Цепная дробь. Записав уравнение (1) в виде х = 1 + x
1 , затем раз за разом заменяя х в знаменателе 

значением 1 + 1/х, придем к единственной в своём роде цепной дроби 

 = 1 + 



11

11

11

1





  (2) 

В отличие от способного вводить в заблуждение квадратного уравнения это одно из ключевых соотношений 
для понимания уникальности числа . 

 Числа Фибоначчи. К цепной дроби мы ещё вернемся, а пока выпишем её подходящие дроби 

 1,    1 + 
1
1 = 

1
2 ,    1 + 

2
3

1

1
1

1 


,    1 + 
3
5

1

1
1

1
1

1 




, …   

приводящее к бесконечной последовательности рациональных дробей 
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Здесь каждое число в числителе или знаменателе равно соответственно сумме числителей и знаменателей двух 
предыдущих дробей. В обоих случаях имеем ряды, строящиеся по правилу третьего члена: каждый член 
последовательности чисел, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих членов. Это ряд Фибоначчи, 
который в простейшем классическом варианте представляет собой бесконечную последовательность чисел Fn:  

 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, …  

для которой 

 n

n

n F
F 1


mil =   (3) 
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 Правило третьего члена. Начальные условия строящегося по правилу третьего члена классического ряда 
Фибоначчи весьма специфичны: F0 = 0, F1 = 1. Подобное ограничение кажется искусственным и ничем не 
оправданным; оно чуждо математическому мышлению с его неистребимой устремлённостью максимально 
обобщать всё, что попадается под руку. Но об этом чуть позже, а сейчас посмотрим, что получится, если в 
качестве двух начальных членов взять произвольные комплексные числа u0 = a + b i, u1 = c + d i, где, во 
избежание равенства нулю всех членов последовательности, хотя бы одно из действительных a, b, c, d отлично 
от нулю. Применяя правило третьего члена, для n+1-го члена ряда получим следующую формулу: 

 un + 1 = аFn  + сFn + 1 + (bFn + dFn + 1) i   (4) 

Переменные величины при постоянных коэффициентах а, b, с, d , каждый в отдельности, образуют ряды 

Фибоначчи. Нетрудно также убедиться, что 


n

n

n u
u 1mil . Фактически максимально возможное усложнение 

начальных условий ничего принципиально нового не дало: от классического ряда Фибоначчи, как и константы 
, мы никуда не ушли. При a = b = d = 0, c = 1 получим un  = Fn, если же a = 2, c = 1, b = d = 0, имеем ряд Люка 
Ln: 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, … как частный случай 
квазифибоначчиевой последовательности типа u n + 1 = аFn  + сFn + 1.  

 Таким образом, независимо от выбора начальных членов классический ряд Фибоначчи является 
инвариантом правила третьего члена. Это безусловно очко в его пользу, нисколько не пострадал и 
теоретический статус константы . По существу ничего в плане “фибоначчизации” и стремления к пределу  не 
изменится и в том случае, если начальными членами рекурсии un + 2 = un  + un + 1 будут не отдельные числа, а 
любая конечная их сумма, или даже конечная сумма стремящихся с увеличением n к бесконечности функций, 
таких как например целая рациональная функции a0 xn + a1 xn – 1 + a2 xn – 2 + … + an – 1 x + an.  

 Интеграл. Относительно малоизвестная и не часто применяемая, хотя и довольно любопытная форма 
представления золотой константы, получаемой при значении верхнего предела интеграла m = 1.  

 dx
m

m
x
x

m

 











 
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 Экспонента. Форма представления математической величины существенна для понимания её 
особенностей и скрытых потенций. Это хорошо видно и на примере пяти различных определений золотой 
константы. Мы вкратце обсудили формализующее старинную идею пропорции простенькое по виду квадратное 
уравнение, уникальную, составленную из единиц цепную дробь, числа Фибоначчи – немаловажный фрагмент 
чистой математики, применяемый в технике и проникший в масс-культуру, универсальное правило третьего 
члена, неизменно приводящее к последовательности чисел Fn  и константе  и наконец частное значение 
содержащего параметр m определённого интеграла. Шестое, последнее определение – экспонента  
   = е ar sh ½  
которой в дальнейшем будет уделено основное внимание. Отметим в скобках, что для нас золотое сечение и всё 
с ним связанное хоть и важный, увлекательный и т.п., но тем не менее побочный продукт другой темы, 
приложение теории ЛМФ, демонстрация возможности построения теорию ЗС исключительно на основе 
фундаментальной функций экспоненты, с получением математических результатов, которые другими 
способами получены быть не могут. Косвенным подтверждением могущества экспоненты можно считать 
наметившийся в последние десятилетия заметный дрейф в сторону исследования ЗС посредством 
тригонометрических и особенно гиперболических функций, см. например [Бурлаченко].  

Принцип золотого сечения 
 Отделять зёрна от плевел не всегда просто. В случае золотого сечения решение вполне однозначно для 
двумерных и трёхмерных геометрических объектов, построение которых не требует, кстати, обязательного 
знания константы , а тем более её десятичного значения. Столь же однозначно выявление числа  и его 
гомологов в рамках теории чисел. Чистая математика – неприступный бастион логической непогрешимости, 
воздвигнутый из абстракций, скрепленных строгостью формальных правил. Это и адекватный, фактически 
единственно возможный язык природы, но в этом языке много слов и часто нет полной уверенности в том, что 
произносятся именно те слова, которые отвечают существу дела. Выход математики в эмпирическую 
действительность чреват осложнениями и недоразумениями, здесь бродят беспризорные призраки и 
бесплотные фантомы, нередко кажущиеся реальными. Возможность описания природного явления, процесса, 
эмпирического факта посредством математического аппарата теории золотого сечения – проблема требующая 
серьезного обсуждения и анализа в каждом отдельном случае. Можно сказать, что в “золотых” россыпях 
математики и там, где удаётся достичь высокой степени уверенности в сопричастности эмпирической реалии 
золотой математике, работает принцип золотого сечения. Не совсем, быть может, чёткое определение, но 
другого у нас нет. 
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Теория золотого сечения 
 Из предыдущего должно быть ясно, что речь идет о математической теории, которую в более полном 
охвате можно назвать примерно так: Теория геометрических носителей золотой пропорции, константы , 
чисел Фибоначчи и их гомологов. Конкретно имеются в виду простейшие построения золотого сечения, 
“золотые” геометрические фигуры и тела, в частности платоновы, архимедовы и каталановы, и конечно 
связанные с числом  и её производными фрагменты теории чисел, включая теорию классического ряда 
Фибоначчи и квазифибоначчиевых рядов, в том числе комплексных. Особую группу составляют значимые 
математические задачи на экстремум, оптимум, в решении которых фигурирует число или хотя бы его 
производные. По сути это высший дивизион (в смысле признания теоретического статуса, а в некотором роде и 
внешнего оправдания) для константы , поскольку нет ничего более полезного для репутации любой 
константы, чем неожиданное появление в непредусмотренном месте, особенно в задачах соотносящихся с 
реальностью.  
  

2. Золотое сечение и реальность 
Математика золотого сечения и реальность. 

 Затронутую ранее тему об отношении математики к внешнему миру продолжим в ракурсе обсуждения 
различных точек зрения на золотое сечение и константу . Спускаясь с высот математических абстракций в 
чувственный мир материальных вещей можно очутиться в аллегорически представленной Платоном пещере 
теней, где приближение к истинному знанию достигается ценой неимоверных усилий. В природе нет и не 
может быть иррациональных чисел, идеальных квадратов, треугольников или додекаэдров. Какой бы 
непостижимой ни казалась эффективность математики в естественных науках (Е. Вигнер) это не более чем 
описание эмпирии математической символикой с точностью, не превышающей 12 верных десятичных знаков в 
наиболее прецизионных физических измерениях. Золотое сечение, в силу его многогранности, необычайной 
популярности, а в большинстве случаев и слишком большой погрешности измерения – один из наиболее 
сложных случаев установления подлинности. Пресловутый человеческий фактор, фактор субъективного 
восприятия и оценки бросается здесь в глаза. Не случайно один и тот же эмпирических “факт” может стать 
поводом как для экзальтированной восторженности и культового поклонения, так и глубокого недоверия и 
ироничных комментариев.  

 Подобная непримиримость позиций наблюдается больше по отношению к феноменам культуры, в 
частности архитектуры и изобразительного искусства, чем явлениям природы. Никто не докажет, что в 
пирамиде Хеопса воплощен принцип золотого сечения, означающий в данном случае прямоугольный 

треугольник (Кеплера) в сечении пирамиды, стороны которого образуют геометрическую прогрессию 1:  :. 
Современные измерения пропорций пирамиды можно толковать по-разному, а достоверных свидетельств нет, 
если не считать рациональной реконструкции дошедшей до нас в испорченном виде и с хромающей 
грамматикой загадочной фразы в “Истории” Геродота, записанной им со слов египетских жрецов спустя два 
тысячелетия после эпохи Хеопса. Никто убедительно не докажет приверженность Фидия золотому сечению и 
какой бы ни была степень приближения пропорций Парфенона золотому стандарту, элемент сомнения 
полностью устранить невозможно, поскольку нет ни прямых упоминаний, ни исторических записей, ни 
чертежей. Звучит парадоксально, но Фидий мог вообще не знать о названной впоследствии его именем и 
обозначенной в его честь греческими символами  или  или  константе. Ведь золотая геометрия может в 
принципе обойтись без знания своей константы, подобно Журдену, который не знал, что говорит прозой. Это, 
кстати, хоть и косвенный, но не лишенный вескости аргумент в пользу арифметически неосознанных, но 
геометрически легко реализуемых золотых построений, вроде тех, что в немалом количестве фигурируют в 
“Началах” Евклида. Объективно, исключая те немногие случаи, когда использование золотого сечения в 
искусстве открыто декларируется, всё остальное подвержено сомнению на основе, скажем так, презумпции 
недостоверности и недоказанности.  

 Иначе обстоит дело в отношении природных явлений. Концепция мировой гармонии означает, что 
природа признаёт только хорошую математику, которую мы вправе считать математикой гармонии. 
Математика золотого сечения – гармонического деления, хотя и не представлена в традиционных курсах 
высшей математики, но отвечает вкладываемым в понятие гармонии требованиям не только по названию, но 
также по сути. Принимая догмат мировой гармонии как исходное начало естественнонаучного мировосприятия, 
следует быть готовым к сопричастности принципа золотого сечения различным явлениям природы. Но есть 
образно говоря и рифы, на которые может наскочить корабль гармонии, есть и подводные течения, которые 
могут незаметно увлечь его в сторону. И касается это не столько ограниченности наших экспериментальных 
возможностей, не допускающих получение иррациональных чисел посредством эмпирических процедур, 
сколько некоторых неустранимых особенностей применения существующих теорий при описании физической 
реальности.  

 В области искусства, в частности архитектуры, живописи и скульптуры, вся восторженная эврика, как и 
скептическое отрицание, обычно основаны на большем или меньшем соответствии каких-то структурных 
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элементов композиции золотым фигурам, или на близости тех или иных пропорций золотой константе. Можно 
полагать, что пылкий золотоискатель обнаруженное им, допустим в архитектуре, отношение 1,6 сочтёт за 
очередное доказательство применения золотой пропорции в искусстве, его более осторожный собрат свяжет его 
с отношением 5/3 чисел Фибоначчи, скептик же скорее всего пожмёт плечами и разразится насмешливой 
тирадой. Все подобные оценки основаны на приблизительных измерениях, которые в естественных науках, как 
правило, намного более точны и как ни странно менее существенны для теоретической идентификации 
явления.  

 За примерами обратимся к физической теории. Начнём издалека, чтобы вначале показать, насколько 
сильно может отличаться от более полного теоретически далеко не случайный, но неполный прогноз. Формула 
Зоммерфельда–Дирака для основного состояния водорода и водородоподобных атомов, впервые полученная 
Зомерфельдом, а позже выведенная Дираком в его релятивистской теории движения электрона, содержит 
квадратный корень (1 – Z 22)1/2. Здесь   1/137 – постоянная тонкой структуры, одна из немногих 
фундаментальных физических постоянных, а Z – заряд, или что то же самое порядковый номер, химического 
элемента периодической системы Менделеева. Поскольку отрицательное выражение под корнем лишено 
физического смысла, отсюда следует, что 137 есть верхняя граница периодической таблицы. 137 химических 
элементов и баста. Однако, согласно новейшим теоретическим расчётам допустимое число химических 
элементов больше процентов на 30! Это огромнейшая разница между первоначальным теоретическим 
прогнозом и его уточнённым вариантом. Теория Дирака хороша, а всё дело в том, что в формуле 
Зоммерфельда–Дирака не учтены тонкие эффекты, связанные с неточечностью зарядов.  

 Данный пример показателен в том отношении, что сколько-нибудь полное математическое описание 
природного явления почти никогда не сводится к учёту лишь одного фактора, к одной упрощённой формуле, 
нередко даже к одной теории. Ещё один характерный пример из той же теории Дирака, уже непосредственно 
касающийся соотнесения теоретической конструкции с измерением. Магнитный момент частицы, например 
электрона, выражается формулой µ = g µB, где µB магнетон Бора, а g – безразмерный коэффициент, 
называемый g-фактором и в теории Дирака равный двум. С учётом же радиационных поправок g = 2(1 + ае ), 
где 2ае есть аномалия, отклонение от физического числа 2 на величину 2,210–3, измеряемая сегодня с 
относительной погрешностью порядка 10–10. Величина ае, называемая аномальным магнитным моментом 
электрона, хоть и мала по сравнения с единицей “чистой” теории, но не настолько чтобы при отсутствии 
соответствующей теории эмпирически полученный результат мог быть отождествлен с теоретически 
определяемой формулой. Сама формула для ае , помимо основного электромагнитного и менее значительных 
адронного и слабого вкладов, содержит массу других, десятилетиями вычисляемых и постоянно уточняемых 
поправок. Словом, аномалия, то есть поправка к магнитному моменту электрона, сама состоит из множества 
различных поправок, требующих для своего вычисления привлечения сразу нескольких физических теорий. 
Сопоставляя без учёта всего этого экспериментально полученный результат с теорией Дирака мы пришли бы к 
неверному заключению об ошибочности последней.  

 Есть, конечно, множество других примеров из разных областей науки. Особенно характерен канонический 
случай небесной механики, где траектория движения планет солнечной системы не вычисляется лишь 
посредством законов Кеплера или всемирного тяготения Ньютона. Для получения теоретически более полной 
картины и эмпирически более точного соответствия приходится учитывать влияние коррелирующих факторов 
– возмущений, включая воздействие планет и других небесных тел, специфические эффекты теории 
относительности и т.п.  

 Общий вывод из сказанного состоит в том, что очень часто нельзя говорить да илии нет на основе одних 
лишь измерений, какими бы точными или наоборот приблизительными они не были. Необходимо иметь 
теорию, адекватно и достаточно полно объясняющую механизм данного природного явления, с доведением 
анализа до уровня числовых прогнозов. И только сопоставлением того и другого может быть достигнут 
глубокий уровень понимания природного феномена и его убедительная идентификации. Этого легче добиться в 
развитых областях физической теории, таких как квантовая электродинамика, чем в случае золотого сечения. 
Но другого пути здесь не видно, без теоретического обоснования вся восторженная патетика лишь сотрясение 
воздуха. К счастью для золотоискательства формальные свойства золотой пропорции и её константы, 
соотнесённость с признаваемыми наиболее значимыми элементами мировой гармонии таковы, что неизбежна 
их приложимость к явлениям природы, выход из строгой математической “темницы” в наблюдаемый мир 
чувственных вещей. С этой точки зрения характерна связь формализма золотого сечения с пентагональной 
симметрией, законами сохранения, принципами экстремума и оптимума. 

 Словом, зри, по Пруткову, в (теоретический) корень, иначе запутаешься и народ насмешишь. Но и с 
порога не отвергай, в сути не разобравшись. Не голословное верю или не верю, а бесстрастный анализ, другого 
не дано. И это в равной степени относится и к тем, кого мы вначале назвали мидасовцами, и к их антиподам – 
антимидасовцам.  
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3. Об обобщениях в математике 
 Сложнее обстоит дело с фидианцами, противниками золотых обобщений, в позиции которых есть, как 
отмечалось, резон и, добавим, немалый. Обобщение обобщению рознь, что-то в математике обобщать можно, а 
что-то нет. Но где граница, какие здесь имеются возможности и каковы критерии? Интересная проблема, 
принципиально важная не только для данной работы, но и в свете тех жарких споров, которые ведутся по этому 
поводу. Не уйти поэтому от её обсуждения, которое должно нам подсказать дальнейшее развитие темы.  

Обобщения числовых множеств 
 Начнём с натуральных чисел. Они известны ещё с доисторических времен и долгое время только они и 
считались единственно возможными числами. Значительно позже появились рациональные и отрицательные 
числа. И что интересно, даже в простейших расчётах, производимых уже в древнем мире, избежать 
арифметических действий фактически связанных с ними никак было нельзя, но вопреки этому можно 
оказывается придерживаться бессмертного для всех времён и народов принципа: “этого не может быть, потому 
что …”. Даже Диофант Александрийский (III век н.э.), в отличие от своих современников признающий 
рациональные числа наравне с натуральными и умеющий прекрасно обращаться с отрицательными числами, 
считал в своей “Арифметике” последние чем-то вспомогательным, промежуточным, не имеющим, по нашей 
терминологии, статуса математической величины. Полагают, что впервые отрицательные числа узаконил 
Брахмагупта (Индия, VII век), но и пятьсот с лишним лет спустя Леонардо Пизанский (Фибоначчи) в своей 
знаменитой “Книге Абака” толкует их как долг. А европейское признание, да и то ещё долгое время 
оспариваемое, равноправия чисел, ранее называемых “ложными”, “абсурдными” и т.п, началось лишь с XVII 
века. Но ещё во второй половине 19 в. известный математик Л.Кронекер, критикуя канторовскую теорию 
множеств, изрёк (со слов Г.Вебера) в духе пифагорейской доктрины божественности и единственности 
натуральных чисел своё знаменитое “Бог создал натуральные числа, всё остальное — создание человека”. 

 Интересна история нуля, важнейшей, пожалуй, математической константы, начала всех чисел. Он 
необходим для позиционной системы счисления; майя, вавилоняне и ещё более древние шумеры это понимали. 
Поэтому нуль использовался в шестидесятеричной, а также в двенадцатеричной позиционной системе, которая 
безусловно намного лучше (четыре множителя вместо двух, см. всестороннее рассмотрение в [Василенко]), 
бездумно навязанной миру пассионарными французскими революционерами десятеричной системы счисления. 
У математически более “продвинутых” греков не было позиционной системы и нуль им был без надобности. 
Историческая реабилитация нуля в V в. в Индии, уже как десятичного символа, опять-таки связана с 
использованием позиционной системы счисления, а его окончательному утверждению в качестве полноценной 
математической величины способствовали труды немецко-швейцарского ученого и Петербургского академика 
И.Эйлера.  

 Полагают, что пифагореец Гиппий был первооткрывателем иррациональных чисел в форме 
несоизмеримых отрезков, диагоналей то ли квадрата, то ли пятиугольника. В последнем случае (sic!) речь идёт 
о золотой константе в геометрическом, правда, обличье. Полагают также, что неугомонный Гиппий в 
сочинении под названием “Об иррациональных линиях” разгласил тщательно охраняемую от непосвященных 
тайну построения трёхмерного золотого тела – додекаэдра. Если всё это правда, честь ему и хвала, хотя плата за 
столь продуктивную творческую активность была велика. Согласно легенде его убили, но скорее просто 
изгнали из пифагорейской школы за посягательство на священную, обсуждениям не подлежащую доктрину 
изначальности и единственности натуральных чисел как основы всего мироздания. Но идея иррациональных 
чисел, точнее несоизмеримых отрезков и непрерывных пропорций, включая не в последнюю очередь и 
золотую, слишком наглядна и очевидна для длительного замалчивания. Её активно обсуждали и развивали, а 
современное обоснование необходимости иррациональных чисел даётся либо посредством бесконечных 
непериодических дробей, либо более тонким методом дедекиндовых сечений, заполняющих числовую лакуну 
множества рациональных чисел и выявляющую полноту, сплошность множества вещественных чисел.  

 К этому мы вернёмся, после того как скажем несколько слов о константе i и комплексных числах, 
появление которых в математике хотя бы из уравнения х2 + 1 = 0 было столь же неизбежно, как появление 
иррациональных чисел из рассмотрения диагонали квадрата. Завершая наш краткий экскурс в историю 
математики, заметим напоследок, что комплексные числа – подлинный прорыв в математике и науке, у истоков 
которого стоит всё тот же Иоганн Эйлер.  

 Разумеется, изложение определенным образом подобранных фактов из истории чисел для нас не 
самоцель, а информация требуемая для обоснования некоторых тезисов. Их всего два. Во-первых 
растянувшееся на тысячелетия расширение понятия числа в итоге привело к континуально бесконечному 
множеству вещественных и комплексных чисел. Оно представляет собой замкнутую систему абстрактных 
конструктов, объединяемых общими, фундаментальными для всей системы свойствами, такими как 
коммутативность и ассоциативность сложения и умножения. Во-вторых, каждое новое расширение множества 
чисел наталкивалось на крайнее неприятие и очень сильное сопротивление адептов неприкосновенности 
сложившихся представлений о том, что такое число. Для нас, крепких задним умом, могут показаться 
содержательно нелепыми многие из тех названий, которые давались новым, ещё не утвердившимся числовым 
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множествам. Конечно, даже выдающийся исследователь – дитя своей эпохи, пленник господствующей 
парадигмы, выйти из узких рамок которой удаётся немногим. Понять и оправдать деятелей прошлого можно и 
необходимо, хотя сегодня это выглядит как памятник человеческой ограниченности и неоправданному 
консерватизму. Судите сами: отрицательные, ложные, абсурдные, иррациональные, трансцендентные, 
мнимые, словом плохие, ненастоящие числа в противовес хорошим, естественным, натуральным числам. 

Обобщение обобщённого. 
 Препятствовать прогрессу негоже, но всему должна быть мера, а стремление к обобщениям не признаёт 
границ. И вот появляется канторово учение о множествах (Mengenlehre), позже названное теорией множеств. 
Натуральные числа обобщаются посредством новых математических конструктов, ординальных и 
кардинальных трансфинитных чисел. Вводится понятие мощности кардинального числа и все “кардиналы” 
выстраиваются в возрастающий по мощности бесконечный ряд 0, 1, 2, 3, … n, …, 0, 1, 2, …,  , … где 
алеф-нуль 0, кардинальное число счётного множества натуральных чисел, 1 – континуума действительных 
чисел и так далее. Все алефы, для которых установлена такая же иерархия, как и для натуральных чисел, это 
актуально бесконечные множества, рассматриваемые как некая данность, математические объекты, 
допускающие формальные манипуляции по определенным правилам. Отброшен аристотелевский принцип 
infinitum actu non datur (актуально бесконечного нет), которого до Кантора придерживались почти все. 
Характерно, например, высказывание “короля математики” Гаусса в письме к Шумахеру в 1831 году: “Я 
возражаю против использования бесконечных величин как чего-то завершённого, это не допустимо в 
математике. Бесконечность – это всего лишь речевой оборот, реальное значение которого – предел, к которому 
неограниченно приближаются определенные отношения, в то время как другим позволено бесконечно 
увеличиваться” [курсив наш – Г.А]. Теорию Кантора отвергли многие известные математики, включая 
Пуанкаре, назвавшего теорию трансфинитных чисел “болезнью”, от которой математика должна когда-нибудь 
излечиться, а архиконсерватор Кронекер обвинил своего супермодерниста ученика в шарлатанстве, ренегатстве 
и даже в растлении молодежи. Как ни странно и преувеличенно звучат эти обвинения, особенно последнее, оно 
не так уж далеко от истины, если конечно иметь в виду молодежь, только-только вступающую в мир 
математики. Но были и серьезные защитники (Г.Фреге, Р.Дедекинд, Д.Гильберт).  

 Однако, шутки с актуальной бесконечностью всегда плохо кончаются. Восхождение с помощью 
“кардиналов” на платоновские небеса математических идей, где в принципе допустимы любые математические 
абстракции, у Кантора сорвалось. Алеф-обобщение натуральных чисел с шумом провалилось обнаружением 
одного за другим парадоксов (антиномий) Бурали-Форти, самого Кантора, Рассела, Тристрама Шенди и 
некоторых других. Неожиданный и обескураживающий для канторианцев, предсказуемый и неизбежный для 
их противников финал. По словам Пуанкаре, “Нет актуальной бесконечности. Канторианцы забыли это и впали 
в противоречие” [Пуанкаре, 400]. Между тем, теория Кантора с самого начала претендовала на роль 
фундамента всей математики, предполагалось, что удастся редуцировать к ней остальные теории, выразить 
основные понятия математики через теоретико-множественные термины. Недолгое пребывание в канторовском 
раю для математиков (Гильберт) обернулось очередным кризисом оснований “царицы наук”. Но поскольку 
худа без добра не бывает, а шоковая терапия порой, хотя и крайне редко, бывает полезна, возник повышенный 
интерес к основаниям математики, ознаменовавшийся появлением конкурирующих школ её обоснования. 
Предпринятые формалистами (Гильберт, Карнап, Тарский и др.), логицистами (Фреге, Рассел, Уайтхед) и 
интуиционистами (Брауэр, Клини и К°) попытки сведения математики к минимальному базису каких-то 
исходных понятий, принципов и объектов успехом не увенчались, а холодный душ в виде теорем Гёделя 
остудил пыл наиболее радикально настроенных формалистов. Впрочем, анализ оснований математики – 
занятие вполне благопристойное, в высшей степени занимательное и небесполезное для развития 
фундаментальной науки и её приложений, в частности вычислительной техники; к тому же оно незаменимо в 
деле окончательного запутывания вопроса о том, что такое математика. 

  Обнаружение теоретико-множественных парадоксов пошатнуло, говорят, веру в абсолютную 
непротиворечивость остальной математики, таких важнейших её разделов как арифметика и математический 
анализ. Правда, подобные, не совсем искренние опасения обычно выдвигались для оправдания необходимости 
исследований по основаниям математики, хотя сами по семе они представляют самодостаточную ценность, 
важны в мировоззренческом плане и в оправданиях не нуждаются. Математическая бесконечность, понятия 
бесконечно малой и большой величин, правомерность использования тех или иных инфинитезимальных 
методов долгое время были головной болью для лучших умов. В отсутствие надёжных методов 
инфинитезимальные задачи решались чисто интуитивно, а интуиция может быть как прекрасным поводырём, 
так и обманчивой иллюзией. Мучительным переживаниям и интуитивной неопределённости был положен 
конец созданием теории пределов, окончательно, как могло тогда показаться, изгнавшей из теории актуальную 
и утвердившей в законных правах потенциальную бесконечность. 

 Уже в приведённом выше высказывании Гауссa нетрудно разглядеть то понимание предела, которое 
лежит в основе современной теории пределов, будь то предел варианты, функции одной или многих 
переменных, действительных или комплексных величин. Сущность понятия предела, которое является 
основным для понимания границ применимости понятия числа в математике, удобно представить отрывком из 
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известного курса математики. “Определение предела как бы заводит игру между двумя лицами А и В: А 
требует, чтобы постоянная величина а могла быть приближённо представлена величиной ап таким образом, 
чтобы отклонение было меньше заданной им, А, произвольной грани  = 1, В выполняет это требование тем, 
что доказывает существование такого целого числа N = N1, что все ап, начиная с элемента аN1

, удовлетворяют 
требованию 1. Тогда А хочет задать новую, меньшую грань  = 2; В со своей стороны выполняет это 
требование тем, что находит новое целое число N = N2 (быть может, много большее), и т. д. Если В в состоянии 
всегда удовлетворить требования A, какую бы малую грань А ни задавал, тогда мы имеем ту ситуацию, которая 
выражается символом ап  а” [Курант, 66–67]. Игра с вариантой ап легко обобщается на случай комплексной 
функции многих переменных. Всё достаточно просто и ясно. Бесконечности как математического объекта здесь 
нет и в помине, а употребляемые в математике понятия бесконечно малая и бесконечно большая не должны 
вводить в заблуждение, это всего лишь исторические анахронизмы, каких в науке видимо-невидимо. Идет 
интерактивная игра: вы мне любой , я вам соответствующий N. Если, допустим, потребовать, чтобы 
отношение Fn + 1 /Fn отличалось от константы  не более чем на 10–100, найдём, что это выполняется лишь только 
n > N = 240. Продолжая игру и задавая ещё меньшее  = 10–10 000, получим, что неравенству Fn +1/Fn – <  
удовлетворяют все Fn, у которых n больше N = 23 925. Никто и никогда в такой математике логических 
парадоксов не обнаруживал и, смело можно утверждать, не обнаружит по той простой причине, что места им 
здесь просто нет. 

Бурбакизация математики 
 Теоретико-множественный “штандарт”, выпавший из рук Кантора и подхваченный Цермело, Френкелем и 
Сколемом, попыталась высоко поднять группа математиков, взявшая коллективный псевдоним Николя Бурбаки 
– в честь бравого генерала Шарля Дени́ Бурбаки, к основаниям математики отношения не имевшего. Среди 
членов группы, в основном французской, немало известных математиков (А.Картан, Ж.Дьёдонне, 
Ш. Мандельбройт, А.Вейль, Ж.-П.Серр, А.Гротендик, А. Борель и другие), в разное время участвовавших в её 
работе. Велика была цель, ими поставленная: свести всю математику к теории множеств. Разумеется, не к той, 
что увенчалась парадоксами, а к доработанной Бернайсом и Гёделем аксиоматической теории множеств 
Цермело–Френкеля. Множества вместо чисел и других математических объектов, перевод всех математических 
теорий на язык теории множеств. А что за язык можно судить хотя бы по следующей записи: 

 Z((u) (U) (u = (U, {}, Z)  U  {}  Z  (x) ((x {})  (y) ((x, y) U)  (x) (y) (y ) 
 (((x, y) U)  (x, y) U)  (y = y ))  (y) ((y Z)  (x) (x, y) U)))) 
Это сокращённое (!) определение единицы, числа 1, того самого, которое кроманьонец выбивал топором на 
камне, Робинзон Крузо отмечал зарубками на дереве, а интуиционисты точками или палочками на бумаге. 
Глядя на эту заумь, трудно не согласиться с А.Гротендиком, который сам какое-то время был одним из них: “по 
статьям, по книгам, вышедшим из-под пера Бурбаки, не было видно, что писали их живые люди. И что этих 
людей явно связывало друг с другом нечто иное, чем, скажем, священная клятва всю жизнь не отступать ни на 
шаг от неумолимых канонов научной строгости” [Гротендик].  

 Но несмотря на колоссальную усложнённость теоретико-множественного языка, соблюсти научную 
строгость так и не удалось. В основу аксиоматической теории Цермело–Френкеля положено логическое 
исчисление предикатов, в потенции которой, как в семени растения, содержится всё необходимое для записи 
любого математического выражения, каким бы сложным оно не было. Надо только уметь извлекать всё, что 
нужно из исходного базиса, не прибегая при этом к самодеятельности, то есть использовать лишь изначально 
заданные ресурсы (алфавит включающий в себя первичные символы, логические связки и кванторы, понятия 
терма и формулы, логические постулаты и аксиомные схемы, правила преобразования и т.п.). Смысл 
аксиоматической системы в том и состоит, чтобы обозначить круг исходных формальных средств и все 
дальнейшие шаги по расширению системы осуществлять, не выходя за рамки этого круга. Камнем 
преткновения для теоретико-множественной концепции, в любой притом её варианте, стали как раз числа, 
которые она пыталась свести к множествам. Но совсем без чисел никак нельзя и в качестве внесистемного 
подарка постулируется существование бесконечного множества натуральных чисел через так называемую 
аксиому бесконечности. Тем самым принцип самодостаточности аксиоматической системы грубо попран и 
дальше, как говориться, можно не смотреть. 

 Самое, быть может, удивительное, что вся эта теоретико-множественная абракадабра создавалась не 
преисполненными благих намерений дилетантами, а группой высококвалифицированных математиков, среди 
них немало звёзд первой и второй величины (тот же Гротендик, к примеру), за каждым из которых числятся 
немалые научные заслуги. Впрочем, и у таких могучих конкурентов, как Д.Гильберт и Б.Рассел, тоже по 
большому счёту ничего не вышло, если конечно не принимать в расчёт интересные, а порой и важные 
побочные результаты их деятельности, которыми может гордиться и Николя Бурбаки. Но это тот случай, когда 
положительный эффект много меньше отрицательных последствий. Академик В.И.Арнольд в пылу своего 
спора с одним из лидеров Бурбаки Ж.-П. Серром, вызвавшим его на интеллектуальную дуэль, употребил слово 
“мафия”, которое он повторил в одной из своих статей, ссылаясь на четвёртый принцип Декарта и Льва 
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Толстого, который “отмечал, что всякое правительство естественным образом склонно бороться против 
образования своего народа: оно боится, что народ начнёт понимать его поступки, поэтому стремится оставить 
его невежественным. Вот почему бурбакистская мафия, заменяющая понимание науки формальными 
манипуляциями … так сильна во Франции, и вот что угрожает и нам в России” [Арнольд].  

 Угроза бурбакизации, дегармонизации (назовём это так) и дегуманизации (обесчеловечивания) нависла, 
надо сказать, над всей математикой. Если даже забыть про отмеченную выше ущербность теоретико-
множественного подхода и на минуту допустить, что всю математику можно записать с помощью понятия 
множества, какой, спрашивается, смысл осуществлять это на деле? Вместо простых и ясных определений, 
формул и соотношений обычной математики какая-то нескончаемая, труднообозримая и недоступная 
пониманию простого смертного череда символов, на которой сам чёрт ногу сломает: вспомним слова 
Гротендика о том, что по работам Бурбаки “не было видно, что писали их живые люди”. Между тем, именно 
благодаря своей символике, сокращённой записи самых сложных математических конструкций оказался 
возможным бурный прогресс математики в последние века. Если же выписывать всё подряд в явном виде, не 
хватит ни времени, ни места во Вселенной.  

 Мода на Бурбаки, пик которой пришелся на 50-ые и начало 60-ых годов, давно прошла. Уже в 1968 г. 
шутники поместили саркастический некролог по поводу его смерти. Сегодня из “великих” практически никого 
не осталось, но дело мафии может, оказывается, жить и без крёстных отцов. Семена, брошенные кучкой 
высоколобых фанатиков-профессионалов, дали всходы в трудах по математике, школьных и университетских 
курсах, справочниках и энциклопедиях. Математика, особенно числовая, всегда, во все времена и во всех 
концах света была источником радости и особого рода наслаждения для миллионов её адептов и 
исследователей, самой разной притом степени выучки. Интересная сама по себе, она в своей основе, как 
никакая другая область познания причастна к идеям упорядоченности и соразмерности в природе, является 
необходимым способом её описания. Поэтому любая попытка безудержной и ничем не оправданной 
формализации, помимо всего прочего, несовместима с концепцией математической гармонии как отражения 
гармонии самой природы. Истинный любитель математики с удовольствием будет штудировать пусть не вчера 
написанный, но не устаревший и превосходно составленный трёхтомник Г.М.Фихтенгольца или, скажем, 
двухтомник Р.Куранта, но вряд ли станет изучать математику по трудам Бурбаки. Вся их деятельность в рамках 
группы, если быть объективным до конца, хоть и грандиозный, но бесполезный как Великая китайская стена 
памятник тщеславию и фанатизму незаурядных умов.  

О других попытках обобщения чисел 
 Напомним, что мы хотим внести ясность в вопрос о том, можно ли вообще обобщать теорию золотого 
сечения и если да, то как, а если нет, то почему. С этой целью и обсуждается история обобщений понятия 
числа, дающая богатый фактический материал для понимания тонкостей проблемы обобщений числовых 
множеств. Здесь как видим много эмоций и немало ловушек, куда может угодить кто угодно, и есть нюансы, в 
которых как известно прячется нечистый, всегда готовый нашкодить излишне самоуверенным авторам. Нам 
нужны чёткие критерии и простые правила, которыми можно будет руководствоваться при решении проблемы. 

 История допустимых обобщений чисел довела нас до чисел комплексных, но предел ли это? 
Содержательно комплексные числа со своей константой i могут рассматриваться как точки на плоскости, 
векторы двумерного пространства, матрицы второго порядка … А что, спрашивается, мешает перейти от двух к 
n-измерениям, геометрически от двухмерной плоскости к многомерному евклидову пространству? Мешает 
теорема Фробениуса, согласно которой расширение системы комплексных чисел сопровождается потерей 
некоторых фундаментальных арифметических свойств. Начнём с того, что операцию деления, по которой 
каждое из уравнений ax = b и xa = b, где a  0 имеет единственное решение, можно, помимо комплексных 
чисел, ввести только для кватернионов (n = 4) и чисел Келли (n = 8), называемых также октонионами или 
октавами. А для кватернионов, то есть чисел типа  
 x0 + ix1 + jx2 + kx3 

связанные между собой соотношениями циклической перестановки 

 ij = k,   ji = – k,   jk = i,   kj = – i,   ik = – j,   ki = j  

не выполняется закон коммутативности умножения. Переход от размерности 2 к размерности 4 не означает (в 
отличие, допустим, от заполнения, например теоремой Дедекинда, множества всех рациональных чисел 
числами иррациональными) расширения множества комплексных чисел родственными им по общим признакам 
объектами нового рода. Для октав не выполняется не только коммутативный, но и ассоциативный 
(сочетательный) закон умножения. Отметим также, что в теории гиперкомплексных чисел соотношения  

 i2 = j2 = k2 = ... = –1  

лишь мультиплицируют, тиражируют мнимую единицу, а не вводят новые константы. 

 Аналогичные рассуждения справедливы по отношению и к остальным попыткам расширения системы 
комплексных чисел, например числам Клиффорда и p-адическим числам. Таким образом, если математические 
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числа понимать как систему объектов с определенными арифметическими свойствами, включая 
коммутативность умножения и операцию деления, то универсум объектов отвечающих этим требованиям 
формируется и заполняется комплексными числами x + iy. Можно поэтому утверждать, что других чисел нет, а 
все остальные “числа” – объекты другого рода, с другим набором основных свойств.  
 История удачных, неудачных и уводящих в дальние дали обобщений числовых множеств (не путать это 
стандартное словосочетание с теоретико-множественными фантазиями на тему “всё есть множество”) 
подсказывает нам долгожданные правила обобщения применительно к интересующему нас случаю теории 
золотого сечения. 

 Правило 1. Обобщаемое есть частный случай обобщённого. 
 Правило 2. Обобщённое отличается от обобщаемого новыми объектами и константами. 

 Правило 3. Фундаментальные особенности обобщаемого сохраняются в обобщённом. 
Правило 1 выполняется практически во всех обобщениях, правило 2 более конструктивно и работает, как мы 
видели, в случае замены двух начальных членов классического ряда Фибоначчи произвольными комплексными 
числами, но “зарыта собака” всё же в правиле 3.   
 

4. Золотоносные обобщения 
 Попытаемся примерить эти правила к теории золотого сечения, используя определения числа . Во 
избежание недоразумений сразу отметим, что речь может идти лишь об обобщении математических 
конструкций, связанных с этими определениями, а не самой константы , которая арифметически представляет 
собой иррациональное число, элемент бесконечного универсума вещественных чисел, а геометрически – точку 
на числовой оси. Аналогично, деление отрезка в крайнем и среднем отношении это вполне конкретное и 
единственное в своём роде геометрическое построение. Поэтому выражения “обобщение константы ” 
содержательно бессмысленно, а метафорическое выражение “обобщение золотого сечения”, строго говоря, не 
вполне некорректно. Нельзя обобщать конкретную пропорцию, а тем более константу; другое дело теория или 
модель, принцип, уравнение и вообще теоретическая конструкция. Собственно говоря, научное познание, 
особенно в области математики, тем и занято на протяжении тысячелетий, что пытается обобщать всё и вся, 
доводя порой эту свою неистребимую страсть до состояния близкого к умопомешательству. В нашем не совсем 
ординарном случае требуется предельная осмотрительность, не переходящая, однако, в неодолимое упрямство. 
Надо пробовать, а там что получится. 

Алгебраическое уравнение. 
 Простейшее квадратное уравнение (1) как бы напрашивается на обобщения, в частности уравнением      
хp + 1 – хp  = 1, (p = 1, 2, 3, …), положительные корни которого названы в [Стахов] “золотыми p-пропорциями”. 
Функция y = х2 – х – 1 представляет собой параболу с минимумом при x = 1/2, y = –5/4, пересекающую ось 
абсцисс в точках x =  и x = –, а ось ординат в точке y = – 1. Это частный случай параболы n-го порядка, 
связанной с уравнением 

 а0х
n + а1х

n – 1 + … + аn – 1х + аn = 0  (5) 

Если а0  = 1, а остальные множители равны –1, имеем уравнение k-ой степени  

 хk – х k – 1 – … – х2 – х – 1 = 0  (6) 

которое кажется естественным обобщением золотого уравнения. Посмотрим теперь, соответствует ли оно 
правилам 1–3. Уравнение (6) имеет k корней, из них два вещественных – положительный и отрицательный – в 
случае четного и один положительный корень в случае нечетного k ; остальные корни комплексные. С 
увеличением k положительный корень стремится к 2, отрицательный к –1, а экстремум приближается к точке    
x = 1, y = –1.  

 Заставляя переменную пробегать натуральный ряд, начиная с 2, и ограничиваясь положительными 
корнями уравнений, получим бесконечную последовательность иррациональных чисел. При k = 2 это константа 
, при k = 3 так называемая константа Трибоначчи, при k = 4 константа Тетраначчи и т.д. Откуда, 
спрашивается, взялись такие названия, употребляемые чаще для числовых последовательностей, чем 
соответствующих констант? Если Fibonacci образовано от итальянского Figlio Bonacci – сын Боначчи, то далее, 
надо полагать, идут внуки как третье поколение, затем правнуки, праправнуки и так до бесконечности. Однако 
уже константа третьего поколения, то есть положительный корень последнего уравнения при k = 3, значительно 
сложнее по форме своего золотого предшественника:  

 T3  = 




  33 33319333191

3

1              (7) 
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Куда сложнее выражение в радикалах для константы Тетраначчи, а уже при k > 4 все оставшиеся Tk, 
стремящиеся, напомним, с увеличением степени уравнения к пределу 2, радикалами в конечном виде уже не 
выражаются. Мы видим, что все эти константы k-наччи имеют мало общего с золотым числом и едва ли могут 
удовлетворять Правилу 3, требующему сохранения фундаментальных признаков константы . Хотя выявление 
этих признаков, один из ключевых моментов всей работы, ещё впереди, и так ясно, хотя бы на интуитивном 
уровне, что говорить об узах кровного родства здесь вряд ли приходится.  

Возвратные последовательности. 
 Верные ранее высказанному тезису о том, что форма представления в математике порой весьма 
существенна, подберёмся к числам k-наччи со стороны правила третьего члена. Оно легко обобщается 
посредством возвратных последовательностей, задаваемых следующим условием: начиная с некоторого номера 
и для всех последующих номеров имеет место рекуррентная формула 

 un + k = а1u n + k – 1 + а2 un + k – 2 + … + аk u n (8) 

где аj  ( j = 1, 2, …, k) отличный от нуля множитель при j-ом члене последовательности. Правилу k-го члена 
соответствует характеристическое уравнение  
 x k = а1 x k – 1 + а2 x k – 2 + … + аk (9) 

имеющее k корней. Если все множители а j равны 1, приходим к уравнению (6), полученному на этот раз 
правилом k-го члена, которое дополняет каждую константу k-наччи последовательностью чисел k-наччи, 
аналогом классического ряда Фибоначчи. Eсли, например k = 3, в рекуррентной формуле 

 Тn  = Т n – 1 + Т n – 2 + Тn – 3 

надо просто определить первые три члена. Задавая значения Т0 = 0, Т1 = 1, Т2 = 1, имеем бесконечную 
последовательность чисел Трибоначчи 
 0, 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136, 5768, … 

которая, кстати, может быть получена не только с помощью рекурсии, но и разложением в ряд 
соответствующей производящей функции:  

 
321

1

xxx 
 = 1 + х + 2х2 + 4х3 + 7х4 + 13х5 + 24х6 + 44х7 + 81х8 + 149х9 + 274х10 + 504х11 + …      

Формула для любого числа Трибоначчи (аналог формулы Бине для ряда Фибоначчи), содержащая к тому же 
функцию округления R(х), достаточно сложна: 
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Сложность возрастает с переходом к числам Тетраначчи, а для k > 4 все числа и константы k-наччи могут 
вычисляться лишь приближёнными численными методами.  

Цепные дроби 
 В предыдущих двух пунктах обобщение золотого уравнения и правила третьего члена фактически привело 
к последовательностям k-наччи чисел и таким их константам, которые, вообще говоря, в конечном виде через 
радикалы не выражается. Правило 3, здесь не выполняется, в чем мы скоро окончательно убедимся, но в запасе 
у нас ещё другие определения золотой константы.  

 Цепной называется непрерывная дробь типа 

 

1

1
1

1
1
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1
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
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



a
a

a
a

a    (10) 

где все aj – натуральные числа, включая 0. Это достаточно мощный инструмент теоретического исследования, 
указывающий на принципиальные отличия между различными иррациональными числами, например 
константами , e и . Особый для нас интерес представляет случай равенства всех aj, к которому мы вскоре 
вернёмся, но сейчас нам предстоит воспеть оду константе , выражаемой цепной дробью (2), составленной из 
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одних единиц, а потому настолько интересной и значительной, что мы не можем отказать себе в удовольствии 
представить её вторично:  

 = 1 + 


11

11

11

1





 

 Ведь именно здесь золотая константа предстаёт во всем своем формальном великолепии, а любые 
сомнения в её значимости кажутся ворчливым брюзжанием математических маргиналов. Если попросят 
коротко, в двух словах разъяснить сущность золотой константы, не стоит терять время на пропорции, фигуры и 
тела, приводить в качестве примера пирамиды, ссылаться на подсолнухи, наутилус и тому подобное, надо 
просто показать цепную дробь числа  и растолковать её смысл. Единственное число бесконечного континуума 
вещественных чисел записываемое в виде цепной дроби унитарным кодом, одним единственным символом и 
одинаково во всех системах счисления, самое иррациональное число, сильнее всех “сопротивляющееся” 
рационализации, а значит сохраняющее свое иррациональное Я. В переводе на язык природных явлений, язык 
физической реальности это означает сохранение, стабильность, оптимальность, экстремальность, устойчивость 
по отношению к различным воздействиям, что высоко ценится в теории и на практике.  

 Есть и внешние проявления уважительного отношения, а нередко и культового поклонения уникальной 
константе. Сегодня число  фигурирует во всех известных нам интернетовских справочниках и энциклопедиях, 
в насчитывающих от одного до трёх-четырех десятков списках наиболее важных и употребительных 
математических констант. К тому же она, наряду с константами e и ,2  вторая по высоте, после числа , 
вершина компьютерного числового альпинизма – триллион знаков в десятичной аппроксимации числа 
[Gourdon and Sebah]. Нельзя вместе с тем не видеть снобистскую отчужденность традиционной теории чисел от 
теории золотого сечения, нежелание замечать её в капитальных монографиях и учебниках. Это и 
неудивительно, математика, возможно, наиболее продвинутая, но и консервативная область научного познания. 
Вспомним, что понадобилось более двух тысячелетий для признания иррациональных чисел в качестве 
существующих и равноправных математических объектов, несмотря на обнаружение несоизмеримых отрезков 
уже в античную эпоху. Вспомним также и Гиппия, осмелившегося нарушить пифагорейскую омерту и 
подвергнувшегося суровым гонениям за свою прометееву дерзость.  

O гармонии 
 Раз уж зашла речь о недостаточно высоком научном статусе теории ЗС вернёмся к констатации 
представляющегося нам очевидным факта излишней замкнутости, формализованности, абстрагированности 
математики, отошедшей от некогда присущего ей чувства причастности к гармонии мира. Математика, во 
всяком случае её не узко специализированное ядро, должна быть понятна и интересна, она должна удивлять и 
радовать тех, кто предрасположен видеть её красоту. В противном случае она скучна, недоступна, эстетически 
непривлекательна и превращается в занятие для узкой касты снобов-профессионалов, пишущих малопонятные 
даже своим коллегам работы. Нельзя не замечать, что в современной математике и вообще фундаментальной 
науке дуют холодные ветры, а потому гармонизация математики через теорию математической гармонии так 
и останется красивой идеей для некоторых и утопичной декларацией для других, если для её реализации не 
будут задействованы соответствующие ресурсы. К тому же математическая антология очень редко 
редактируется, а элитарный клуб высшей математики плотно заселён и закрыт для не избранных.  

 Если теория ЗС действительно обладает необходимой потенцией для осуществления мечтаний её наиболее 
энергичных и оптимистично настроенных лидеров, надо чтобы она смогла донести свою правду до особо 
умных и понятливых жрецов современной математики. Другого пути, видимо, нет. Наблюдаемый во всем мире 
повышенный интерес к золотому сечению со стороны, людей разного возраста, пола, вероисповедания и 
грамотности по большому счёту ничего не даёт. Не очень помогают и подробные, красиво составленные сайты 
в интернете, как и великое множество специальных, в том числе капитальных и толково написанных 
исследований по ЗС и числам Фибоначчи. Даже наличием тяжелой артиллерии (The Fibonacci Association, 
журнал The Fibonacci Quarterly, Международный клуб золотого сечения) ситуация не меняется в корне: на 
научный Олимп всё равно не пускают. Золотое сечение и “вокруг него” по-прежнему остаётся занятием для 
немалочисленной, но слабо признаваемой в высшем научном обществе кучки исследователей, излюбленной 
темой для слабо вооружённой специальными знаниями народной армии интересантов и любителей клубнички, 
а также излюбленной мишенью для шутников, остроумцев и прирождённых скептиков. 

 Таким нам представляется сложившееся к настоящему времени реальное положение вещей. А жаль, 
теория ЗС заслуживает большего и в принципе могла бы сыграть немалую роль в возвращении к своим 
гармоничным истокам заплутавшей в нескончаемых формальных построениях математики. Об этом, к слову 
сказать, свидетельствует и организованный А.П.Стаховым и В.Ю.Татуром Международный онлайн семинар 
по математике гармонии, побудивший многих творчески мыслящих авторов взяться за перо, с публикацией ими 
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на сайте АТ ряда интересных статей, охватывающих широкий спектр связанных с золотым сечением вопросов. 
Судя по многим признакам “вечнозеленая” проблема переживает сегодня свою очередную молодость, 
подхватив эстафету, нередко выпадавшую из рук исторических предшественников, но каждый раз вновь 
поднимаемую идущими за ними. Современный школьник своими научными познаниями может превосходить 
любого мыслителя далёкого прошлого и знать много чего такого, о чём тот даже не догадывался. Означает ли 
это, что можно относиться к ним свысока, полагая, что брать нам оттуда нечего? Разумеется, нет. 
“Многознание уму не научает”, как говорил Гераклит. Мудрость предков не аннулируется знаниями потомков 
и не всегда сравнение в пользу последних. До какой, к примеру, степени недопонимания и самоуверенности 
надо было дойти, чтобы двенадцатеричной системе древних предпочесть десятеричную систему счисления, а 
затем разносить её по свету на штыках солдат наполеоновской армии. Пальцами что ли думали, а сейчас уже 
ничего не изменишь, поезд давно ушел. Спасибо хоть на том, что сутки не стали делить на десять или двадцать 
часов, а окружность на сто градусов.  

 Заметим по этому поводу, что особые точки измеряемой в угловых градусах окружности являются долями 
360, в частности значимыми числами выражаются синусы и косинусы 30°, 45°, 60°, 90° и 180°. Для окружности 
разделенной на 100 градусов такого уже нет, хотя 10 и 5 непосредственно связаны с золотой константой, но 
опять таки посредством числа 360: все отношения типа f (n 360/10), где f  одна из шести тригонометрических 
функций, n  принимает значения 1/2, 1, 2, …, 9, выражаются посредством золотой константы [Аракелян, Гл.7, 
54–57]. Знали ли в Вавилоне и на Ближнем Востоке, что решающее преимущество чисел 12 и 60 по отношению 
к близким им по величине числам в количестве делителей (четыре для 12 и десять для 60)? Могли и не знать, а 
уж тем более не могли знать о том, какую услугу они оказали последующим поколениям делением окружности 
на 360 градусов. Но хватило же ума использовать двенадцатеричную и шестидесятеричную позиционные 
системы счисления, и не так важно какими соображениями они при этом руководствовались.  

 Даже располагая скудным эмпирическим материалом можно благодаря особому типу мироощущения 
догадываться о вещах, более глубокое понимание которых приходит много позже. Представление древних 
народов о мире как о некой нерасчленяемой целостности, оформленное греками в виде религиозно-
философско-математической доктрины с элементами естественнонаучной теории и есть, в сущности то, что 
принято называть мировой гармонией, гармонией космоса и т.п. Обсуждение этой обширной темы в нашу 
задачу естественно не входит, а давать непрошенные советы – занятие неблагодарное, но проблема, как 
говорится, существует и с этим приходится считаться. Вопрос, поднятый золотоискательством, можно видеть в 
том, чтобы посредством теории ЗС хотя бы приблизиться к желанным чертогам некогда потерянной 
гармоничной идиллии. В частности водрузить, рядом с другими, свое боевое золотое знамя на зияющих 
вершинах высшей математики. Мы, правда, повторяемся и пора откровенно признаться, что рецептов для 
достижения столь благородной цели у нас нет, разве что смутные аллюзии на возможные шаги в этом 
направлении.  

 Там, где нет простых и сложных решений, могут быть решения очень простые. В свое время небольшая по 
объёму, но хорошо продуманная, мастерски и без излишеств написанная книга Н. Н.Воробьёва [Воробьёв] 
сыграла немалую роль в популяризации чисел Фибоначчи и золотого сечения. Ставшая уже научной классикой 
книга Н.Воробьёва это математический труд, по форме и содержанию близкий к учебному пособию. Может в 
этом, помимо высокого качества преподнесения материала, секрет его успеха? Работ самого разного уровня, 
объёма и степени сложности по ЗС и числам Фибоначчи сколько угодно, но где капитальный учебник по 
теории золотого сечения? Полноценный, объёмный написанный специалистами или скорее коллективом 
специалистов на высоком профессиональном уровне, где-то возможно сухо, без лирики и излишних эмоций, но 
с примерами, задачами и упражнениями и конечно составленный в полном соответствии с требованиями, 
предъявляемыми Высшей школой к литературе подобного рода. Поможет ли такой учебник вхождению в круг 
избранных математических дисциплин, без чего манифест о гармонизации математики едва ли осуществим, 
сказать трудно. Мы во всяком случае утверждать ничего не берёмся и ничего конкретно не предлагаем, а лишь 
вольно размышляем на заданную тему.  

Об экспонента и теории ЛМФ 
 Перед тем как обнародовать искомый родовой признак золотого семейства остаётся представить 
экспоненту   = е arsh ½. Своим появлением в списке кандидатов на обобщение она целиком обязана теории 
ЛМФ, представленной в работах [Аракелян3, 4], а в сокращенном, но вместе с тем дополненном новейшими 
данными в четырех главах размещенном на сайте АТ книги [Аракелян1]. Если очень коротко и только о той 
части работы, которая непосредственно касается золотой экспоненты, мотивация здесь такая. Решение системы 
функциональных уравнений в рамках логико-аксиоматического формализма определенного типа приводит к 
системе восьми фундаментальных констант, включая одну новую [Arakelian1], и двум материнским функциям. 
Это экспонента и обратная ей логарифмическая функция, через которые можно выразить любую аналитически 
представимую математическую функцию, что подтверждается соответствующими доказательствами. 
Экспонента или логарифм являются также наиболее универсальной формой представления числовых величин, 
особенно значимых. Это, кстати, подтверждается в физической теории на примере определяющей 
интенсивность взаимодействию 48 фундаментальных фермионов и бозонов константы Ферми GF. В 
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безразмерной системе измерения теории ЛМФ константa Ферми в десятичной записи выражается ничем не 
примечательным малым числом, а вот в экспоненциальной форме она с точностью порядка 10–7 выражается 
числом e–48; перевод в экспоненциальную форму приводит здесь к совершенно удивительному результату. И 
это не случайно, математический аппарат, основанный на экспоненте и логарифме, предоставляет уникальные, 
безальтернативные возможности, в частности для анализа числовых величин, выявления их скрытых свойств. 
Отсюда и представление о теории золотого сечения как о приложении теории ЛМФ, основанное на 
экспоненциальной записи числа . Явно просматривается и естественный путь обобщения заменой аргумента ½ 
обратного гиперболического синуса переменной x, которую ещё предстоит найти.  

Правило 3 
 Мы наконец добрались до кульминационной для настоящей работы точки, когда решается вопрос о том, 
можно ли обобщать теорию ЗС и если да, то как. Надо, уточним, попытаться отыскать фундаментальный 
родовой признак, имманентно присущий числам определенного типа и только им и реально объединяющих их 
в единое золотое семейства. Найти некое формальное свойство, настолько убедительное, что оно способно 
проломить самый толстый лёд недоверия наиболее “упёртых” противников обобщения, фидианцев, нечто 
такое, что можно сравнить с ДНК-тестом, выявляющим кровное родство между людьми. После такой прелюдии 
может создаться ложное представление об искомом признаке как о чём-то совершенно необычном. 
“Таинственный” признак действительно необычен, уникален, но вместе с тем прост, небезызвестен и лежит на 
поверхности. 

 Сравним десятичные дробные части (мантиссы) константы   и её обратной величины:  

     = 1,61803 39887…     1/  = 0,61803 39887…   

Они совпадают. Разумеется не только в десятичной, но и в любой другой системе счисления. Назовём это 
свойство Правилом сохранения мантиссы (ПСМ) и, обозначив мантиссу числа x символом m, запишем его в 
виде уравнения 

 
mxx    1   (11) 

Отсюда квадратное уравнение 

 х2 – mх – 1 = 0  (12) 

с корнями 

 x =  
2

42  mm
 (13) 

Вот, собственно говоря, и всё. 

 Обозначив положительные и отрицательные корни уравнения соответственно через x+ и x– , приведём для 
наглядности несколько примеров для различных значений m. 
  

Таблица 1 
Корни уравнения х 2 – mх – 1 = 0, десятичные значения корней и их обратных величин 

m  Корни x+ 1/x+ x– 1 /x– 

2 21   2,41421 35623… 0,41421 35623…    –0,41421 35623…   –2,41421 35623… 

 
3 

2

133   
 
3,30277 56377… 

 
0,30277 56377… 

 
–0,30277 56377… 

 
–3,30277 56377… 

4 52   4,23606 79775… 0,23606 79775… –0,23606 79775… –4,23606 79775… 

 
5 

2

295   
 
5,19258 24035… 

 
0,19258 24035… 

 
–0,19258 24035… 

 
–5,19258 24035… 
 

24 14512   24,04159 45787… 0,04159 45787… –0,04159 45787… –24,04159 45787… 

 
137 

2

18773137   
 
137,00729 88812… 

 
0,00729 88812… 

 
–0,00729 88812… 

 
–137,00729 88812… 
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Полагая, что константа должна быть положительным числом, обозначим по аналогии с  семейство 
полученных констант символом m, где m = 1, 2, … k, … Без знания ПСМ это семейство “вслепую” может быть 
получено пятью способами на основе тех формальных конструкций, которые представлены выше.  

 1)  Положительные корни квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0, если a = 1, c = –1, b = –m.  

 2) Строящаяся по правилу третьего члена последовательность u n + 2 = а1un + 1 + а 2 un с множителями а1 = m, 
а2  = 0: 

 un + 2 = mun + 1 + un  (14) 

Заметим, что как и в случае квазифибоначчиевой последовательности выбор начальных членов заметной роли 
здесь не играет: в общем случае комплексных членов u0 = a + b i, u1 = c + d i имеем те же четыре 
последовательности, что и в простейшем случае u0 = 0, u1 = 1 и ту же константу. 

 3) Цепная дробь 


m

m
m

m

1
1

1




  (15) 

 4)  Интеграл  dx
m

m
x
x

m

 











 



0

2

2

42 2
  (16) 

 5) Экспонента е arsh(m/2)  (17) 
Из таблицы хорошо видно, что с увеличением переменной значения функции приближаются к значениям её 
аргумента: m  m. Понятно, что намного бóльший интерес представляют числа с малыми значениями m. 
Существованием семейства констант, родственных с золотой константой, едва ли принижается её значимость, 
поскольку 1   является первенцем, а потому и уникумом этой бесконечной последовательности чисел.  

 Представим теперь в классическом варианте (u0 = 0, u1 = 1) для первых пяти значений m подходящие 
дроби Fm , n + 1/Fm , n, (n = 1, 2, 3,…) констант m и соответствующие им числовые последовательности Fm , n.  

 m = 1  ...,,,,,,,,,,,,,,
377
610

233
377

144
233

89
144

55
89

34
55

21
34

13
21

8
13

5
8

3
5

2
3

1
2

1
1   (18) 

  0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, … 
 

 m = 2 ...,,,,,,,,,,,
5741

13860

2378

5741

985

2378

408

985

169

408

70

169

29

70

12

29

5

12

2

5

1

2  (19) 

  0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, 33461, 80782, 195025, 470832, … 
 

 m = 3 ...,,,,,,,,,,,,
467280

1543321

141481

467280

42837

141481

12970

42837

3927

12970

1189

3927

360

1189

109

360

33

109

10

33

3

10

1

3  (20) 

  0, 1, 3, 10, 33, 109, 360, 1189, 3927, 12970, 42837, 141481, 467280, 1543321,… 
 

 m = 4 ...,,,,,,,,,,,
1762289
7465176

416020
1762289

98209
416020

23184
98209

5473
23184

1292
5473

305
1292

72
305

17
72

4
17

1
4  (21) 

  0, 1, 4, 17, 72, 305, 1292, 5473, 23184, 98209, 416020, 1762289, 7465176,… 
 

 m = 5 ...,,,,,,,,,,,
13741001

71351280

2646275

13741001

509626

2646275

98145

509626

18901

98145

3640

18901

701

3640

135

701

26

135

5

26

1

5  (22) 

  0, 1, 5, 26, 135, 701, 3640, 18901, 98145, 509626, 2646275, 13741001, 71351280,… 
Разумеется, для всех членов семейства имеет место сходимость  

 
nm

nm

n F
F

,

1  , mil 


 = m   (23) 

но с возрастающей по мере увеличения m скоростью. Обозначая через m(n) разность по абсолютной величине 
между отношением Fm , n + 1/Fm , n и константой m, и взяв для определенности n = 12, имеем довольно быстро 
сходящуюся к 0 последовательность приближений для разных m:  
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 1(12)  2,2 10–5,   2(12)  1,810–9,3(12)  1,3 10–13, …, 24(12)  1,710–32,…137(137)  7,2 10–50, … 

Об исследователях семейства золотых констант 
 Ознакомившись с простейшими свойствами семейства m, сопутствующими ему подходящими дробями и 
числовыми последовательностями, воздадим должное независимым исследователям этого семейства констант и 
уравнения (12). Их несколько, “хороших и разных”, см. [Стахов1]; коротко остановимся на трёх наиболее 
упоминаемых авторах.  

 Начнём с В. Шпинадель. Обобщая правило третьего члена (вторичные последовательности Фибоначчи, 
“secondary Fibonacci sequences”) она пришла к соотношению [Spinadel 1, 2] 
 G(n + 1) = pG(n) + qG(n – 1) 

где p и q натуральные числа. Отсюда уже нетрудно получить сходящееся к положительному числу предельное 

отношение 
)(
1) (mil

nG
nG

n




 и квадратное уравнение  

 х2 – pх – q = 0   

с положительным корнем 

 x =
2

qpp 4  2 
  

Если q = 1, а p пробегает натуральный ряд, или если p = 1, а значения 1, 2, 3, … принимает q, получаются две 
последовательности металлических чисел, обозначаемые посредством символа  и обе начинающиеся с 
золотой константы. С увеличением p или q качество металла естественно падает. При q = 1 вначале имеем 

золотое среднее (golden mean) Au = 
2

51  , для p = 2 серебряное Ag = 21  , если же p = 3, всего лишь 

бронзовое Br = 52  , являющееся, впрочем, кубом золотого Au. Вторая последовательность с 
фиксированным p = 1 также начинается с золота, продолжается медью: q = 2, Cu = 2, а далее никелем q = 3,    

Ni = .
2

131   На этом коллекция благородных и не очень металлов исчерпывается, а для последующих 

безымянных членов последовательностей используются уже привычные для глаза числовые индексы. Надо 
сказать, что вообще-то золотое здесь обычно понимается в переносном смысле как прекрасное, замечательное 
по достоинствам и т.п., но главное, конечно, не это. Вторая последовательность  (p = 1, q = 1, 2, 3,…) явно 
избыточна в том смысле, что фундаментальному признаку ПСМ, который не с потолка ведь взят, она не 
соответствует и потому к золотому, в указанном смысле слова, семейству причислена быть не может.  

 Числовые величины, названные металлическими пропорциями В. Шпинадель, названы Тm-гармониями в 
претендующих на приоритетность работах А.А. Титаренко [Тaтаренко1]. Квадратное уравнение с известным 
набором коэффициентов приводит к “золотым гармониям”  

 
2

mm  4  2

 – собирательное название 

в частности к “золотым пропорциям” (для +m) и “золотым сечениям” (для –m). По мнению автора, вторая 
золотaя Тm =  2 = 1 2 гармония “является доминантой, царствующей в беспредельном мире Тm” и “буквально 
пронизывает всё мироздание, являясь его несущим каркасом – суперфундаментальной константой, не знающей 
ограничений, свойственных всем без исключения известным физическим константам”. Не обойдена вниманием 
и её “функция” 2 , “реликтовое число …, встречающийся в архи-громадном множестве формул и 
закономерностей различных областей естествознания, что равнозначно причастности Т2 непосредственно или 
косвенно ко множеству (а возможно и ко всем) законов Природы и её констант”. Оценка значимости 
“гармоний” здесь сильно преувеличена. Есть в работе и неверное утверждение о том, что “только у числа 
Ф=1,618... и у обратной его величины 1/Ф=0,618…  … после запятой один и тот же порядок следования цифр”; 
мы знаем, что вся соль в том и состоит, что ПСМ есть родовой признак бесконечного семейства величин m, а 
не одной только константы . Конечно, непросто быть первопроходцем, особенно если это связано с 
золотоискательством, будь то золотые гармонии, металлические пропорции или просто благородно-презренный 
металл Aurum. Вспомним хотя бы о нелёгких испытаниях выпавших на долю золотоискателей, героев рассказов 
Джека Лондона или о тщетности всех поисков легендарного Эльдорадо. Не могут поэтому неточности и 
переоценка важности открытия служить серьезной помехой для признания заслуг А.А.Татаренко.  
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 В изданной позже других работ книге М.Газале [Газале 61, 62] за исходное уравнение для определения 
констант Фm (у нас это m) и членов соответствующих числовых последовательностей Fm , n фактически 
используется ПСЗ в форме уравнения 

 m = Фm – 
mФ

1  

Отсюда 

 Фm
2 – Фm – 1 = 0,   Фm = 

2

4 mm  2 
,     

mФ
1  = 

2

4 mm  2 
,    Фm + 

mФ
1  = 2 m4   

Далее на основе рекуррентной формулы  

 Fm , n + 2 = Fm , n + 









m
m Ф

Ф 1 Fm , n + 1,   (Fm , 1 = 1) 

выводится формула 

 Fm , n  = 
mm

nn
m m

Ф1/ Ф
)/Ф(Ф


 1  = 
























































nn

mmmm

m 2
    

2
    

 

22

2

44

4

1   (24) 

которая в частном случае m = 1 сводится к известной формуле Бине для чисел Фибоначчи: 

 12 






 nn

nF )(
5

2
51

2
51

nn 










 










 


 

(23') 

В работе есть немало и других формул для констант Фm числовых последовательностей Fm , n , непрерывных 
дробей и т.д. [Там же, 78–82]. Не желая умалить значимость работ других авторов, следует всё же сказать, что 
в части касающейся теории золотого сечения результаты, представленные в книге М.Гонзале, интереснее и 
важнее, например, двух семейств “металлических пропорций”. Фактически мы имеем здесь начальные 
элементы реального обобщения теории золотого сечения.  

Правило 3 (продолжение) 
 Одно из главных, если не самое главное требование, предъявляемое к работам подобного рода, состоит в 
правильности выбора надёжной фундаментальной основы для всего остального. Только такая основа способна 
канализировать исследование, ограничивать и предотвращать появление произвольных допущений и прочих 
излишеств, нередко затемняющих сущность вопроса и уводящих его в ненужном направлении. В 
рассмотренном ранее случае обобщений числовых множеств основой служили основные характеристики числа, 
включая его аддитивные свойства. Нарушением этих свойств можно получать какие-то другие объекты, 
например кватернионы, которые сами по себе, быть может, очень даже интересны и важны, но считаться 
числами уже не могут. В нашем же случае выбор правила сохранения мантиссы отнюдь не случаен. Ведь если 
вдуматься ПСМ связано с понятием обратной величины, относящемся к числу основных в теории чисел, 
необходимым прежде всего для сведения операции деления к умножению на обратную величину. Именно 
благодаря этому условию константы m во всем схожи с первенцем и наиболее важным членом золотого 
семейства, константой . Ешё раз при этом отметим, что речь идёт не об обобщении константы , а об 
обобщении принципа, связанного с её удивительными особенностями. Подобное обобщение приводит к 
отысканию членов семейства, объединяемых, образно говоря, узами кровного родства.  

 Кстати, это отнюдь не единственное семейство математических констант. Вот два хорошо узнаваемых 
числа: 

  δ = 4,66920 16091 02990 67185…  и  α = 2,50290 78750 95892 82228...,  

считающиеся универсальными постоянные Фейгенбаума. Первая характеризует скорость перехода к 
детерминированному хаосу систем, испытывающих удвоение периода, вторая это отношение между шириной 
ветви и шириной одной из её подветок в процессе удвоения. А вот монотонно возрастающая и монотонно 
убывающая бесконечные последовательности чисел, которые едва ли многим известны:   
 5,96796 87038...,  7,28468 62171...,  8,34949 91320...,  9,29624 68327... 

 1,92769 09638...,  1,69030 29714...,  1,55577 12501...,  1,46774 24503... 
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Между тем, это определяемые по рекуррентным формулам для δ(r) и α(r) числа, соответствующие значениям 
переменной r = 3, 4, 5, … и образующими со своими начальными членами δ(2) = 4,66920 … и (2) = 2,50290 ... 
единое семейство констант [Finch, 68; Weisstein1]. 

 Вернёмся однако к правилу сохранения мантиссы, которое намного более значимо для золотого семейства, 
чем может показаться вначале. Математические константы имеют, как правило, многочисленную “свиту” из 
своих гомологов, представляющих собой числовые конструкты, строящиеся на материнской основе, например, 
очень важные в теории ЗС положительные и отрицательные степени константы . О них сейчас и пойдёт речь. 
Возьмём наугад какое-либо число семейства m, скажем третье, и взглянем на десятичную запись его нечётной 
и чётной целых степеней и их обратных величин, для определенности пусть будет n = 5 и n = 6 . Имеем:  

  3
5 = 

5

2

133









 
 е5arsh(3/2) = 393,0025445127…   3

–5 = 0,0025445127…  

  3
6 = 

6

2

133









 
 е6arsh(3/2) = 1297,9992295835…    3

–6 = 0,000770416481927… 

В случае нечётной степени мантиссы совпадают, в случае чётных, как нетрудно убедиться, их сумма равна 1. 
Обратим также внимание на округлённые до ближайшего целого числа значения полученных чисел, с учётом 
последовательности (15): 

 393 = 33 + 360 = 3, 4 + 3, 6    1298 = 109 + 1189 = 3,5 + 3,7  
В общем случае произвольнo взятых m, четных и нечетных n (n = 1, 2, 3,…) имеют место формулы  

 m
n + m

–n = Fm, n – 1 + Fm ,n + 1 для четных степеней                       (25) 

 m
n – m

–n = Fm , n – 1 + Fm ,n + 1 для нечетных степеней                                   (26) 

Сумма или разность степеней золотых констант и обратных им величин, то есть двух иррациональных чисел, 
равна сумме двух натуральный чисел – это одно из изысканных фирменных золотых “блюд”, которое не стыдно 
подавать на стол самым взыскательным математическим гурманам. Сюда можно, конечно, добавить и формулы 
для положительных и отрицательных степеней констант m. 

 m
n = Fm , n m + Fm , n – 1                                                                                                (27) 

 m
–n = (–1)n (Fm,n + 1 – Fm, n m)                                                                                          (28) 

Последнюю формулу запишем также в отдельности для четной и нечетной степеней: 

 m
–2k = Fm , 2k + 1 – Fm,2km n = 2k, ( k = 1, 2, 3, …)                                                                (29) 

 m
–(2 k – 1) = Fm ,2k – 1m – Fm ,2k  n = 2k – 1                                                                                (30) 

Любые целые степени золотых констант сводятся к их линейным функциям, с участием стоящих рядом членов 
соответствующих последовательностей. Степенная функция сводится к линейной – замечательное свойство 
золотых чисел.  

 Формулы для более широкого семейства чисел типа m k  = е arsh(m /k ) получены методом математической 
индукции в работе [Аракелян 3, Гл.6, 18–20]. В частном случае k = 2, приходим к формулам (21)–(26), если же  
k = 2 и m = 1, имеем хорошо известные формулы для константы . Ясно, что множество m является 
подмножеством mk , выделенным из него правилом сохранения мантиссы. В чём-то это серьёзная и, возможно, 
чрезмерная уступка строгому требованию ПСМ. Строже не бывает: установление родства на уровне 
позиционной системы счисления, а не только идентификация посредством общих алгебраических свойств. 
Подобное ограничение заметно ссужает теоретический потенциал семейства. И всё же, если мы ни на один шаг 
не хотим отступать от взятого обязательство обеспечить его генетическую незапятнанность, оградив от 
“дальних родственников”, приходится ограничиться обобщением теории золотого сечения до установленного 
выше уровня. Отсюда обобщенной теорией золотого сечения (ОТЗС) следует считать теорию констант m, со 
всеми их гомологами, включая естественно цепные дроби, подходящие дроби и золотые последовательности. А 
более богатые, не менее, быть может, интересные и близкие по форме и характеристикам ОТЗС конструкции 
можно назвaть как-то иначе, например, теорией чисел типа mk ; если же идти дальше, в область комплексных 
чисел, тогда это уже теория чисел типа е in /2   arsh (m/k).  

 Впрочем, с фундаментальными признаками золотого семейства мы ещё не окончательно разобрались. 
Помимо ДНК-теста есть ещё широко практикуемая идентификация по отпечаткам пальцев. Посмотрим, каков 
этот тест в случае нашего семейства. Выясним, можно ли целое число представить в виде конечной суммы типа  
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 


 

ik

l

i

nr

r
mlа

  

0  

-

  

  = a0m
n + a1m

n – 1 + … + akm
0 + ak + 1m

–1 + ak + 2m
–2 + … + ak + im

–i  (31) 

положительных и отрицательных степеней любой из констант m, где множители al могут принимать одно из 

значений 0, 1, 2, … t, не превышающее m. Возьмём для определенности число 1836 и 5 = 
2

295    е arsh(5/2 ). 

Нетрудно установить, что 

  1836 = 2m
4 + 2m

3 + 3m
2 + 4m + m

–1 + 3m
–2 + 3m

–3 + 3m
–4 

Понятно, что эти всего лишь конкретная иллюстрация общего для всего семейства m  свойства. Любое целое 
число может быть выражено в виде конечной суммы степеней иррациональных чисел m – ещё одна 

фундаментальная особенность этого уникального семейства [Стахов3]. Остальные числа типа 
2

lk  , не 

говоря уже о числах типа 
2

r lk    (r  2), данным свойством не обладают.  

 
5. Кто первым сказал “мяу”? 

 Воздавая должное независимым исследованиям золотого семейства, мы вспомнили и о своей ранней 
работе “Числа и величины в современной физике” [Аракелян 2]. В интернете нами она не выложена, но имеется 
в основных библиотеках России, в том числе в бывшей “Ленинке”, а ныне РГБ – в виде книги-докторской 
диссертации, защищенной в 1992 г. в Санкт-Петербургском государственном университете. Золотое сечение, 
хотя и не основная тема этой монографии, внимание ей уделено там немалое – в общей сложности около сорока 
страниц из трехсот, в основном тексте и в приложении к нему. Фактически это как бы предварительный, 
относительно небольшой по объёму, сырой вариант последних четырёх глав опубликованной на сайте АТ 
книги [Аракелян].  

 А там есть многое из того, что стало сегодня предметом разговоров относительно первичности тех или 
иных публикаций. Результатам по золотому сечению, изложенным в двадцатидвухлетней давности книге, мы, 
по правде говоря, большого значения никогда не придавали и вспомнили о них лишь в процессе написания 
настоящей статьи. Научный приоритет, авторское право, авторское самолюбие, чтобы не сказать тщеславие – 
материя тонкая, здесь требуется предельная деликатность, чтобы не задеть кого-то ненароком. Один и тот же 
конечный результат может быть получен, возможно и разными методами, сразу несколькими авторами и 
независимо друг от друга. В науке такое нередко случается, в случае же математики ЗС авторство сплошь и 
рядом устанавливается больше на глаз, чем документально аргументировано и строго однозначно. Щекотливая, 
что и говорить, тема, но нам её уже не избежать.  

 Отметим вначале, что в работе, в части касающейся обобщений, есть упоминания o системах счисления с 
основанием , об уравнении xp + 1  = xp + 1, о кодах золотой p-пропорции и кодах Фибоначчи, с указанием трудов 
А.П. Стахова, Г.Бергмана и В.Каутца (с. 78–79). Далее просто приведём без комментариев выделенные серым 
отрывки из монографии 1989 года с указанием страниц, пояснениями в квадратных скобках и используя в 
некоторых случаях символику настоящей работы. Заранее приносим свои сожаления тем, кому выдержки могут 
показаться слишком длинными, но это необходимо для большей ясности. А что к чему и как, пусть решает 
Октавий, то есть читатель. 

Об экспоненциальном обобщении (с. 90) 

 Многоликость, разнообразие аналитических форм числа  наглядно показывает, что одна и та же величина 
может иметь множество формально эквивалентных, но различающихся теоретической значимостью и глубиной 
представлений. Запишем число  в виде  

   = 1/2 + 22121 )/(/   

содержащем только единицу и двойку. Используя понятие обратной функции, соотношения между функциями 
обратными экспоненте и гиперболическому синусу, приведём к виду: 

   = е ar sh ½ 

или 

  –1 = е– arsh ½ 

В этих формулах содержится новая информация о золотом сечении: существует простая аналитическая связь 
между числом   и проточислами. Но пойдём дальше. В общем случае произвольного целого n = 1, 2, ... имеем 
формулу 
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   n = е n ar sh ½ 

сводящую число   к экспоненте.  

С помощью последней формулы выводятся формулы для суммы и разности степеней константы   и другие 
формулы выводимые обычно в теории рядов Фибоначчи. Однако, продолжим.  

Экспоненциальном обобщении, содержащее “metallic proportions” и т.п. (с. 91, 252). 

 Дополним математический “портрет” числа   новыми существенными штрихами. Прежде всего отметим, 
что математические характеристики золотого сечения и его гомологов являются прямым следствием, 
естественным образом вытекают из особенностей экспоненты с показателем степени определённого вида. 
Число   – один из членов бесконечного множества иррациональных чисел типа 

 m k  = е ar sh(m /k)    (m, k = 1, 2, …) 

обладающих многими … свойствами, которые иногда ошибочно считают присущими лишь числу .  
  
 Учитывая равносильность алгебраической формы m /k + 21 )/( km  и экспоненты еa rsh( m/k)   (k = 1, 2, …)  

введем обозначения:  

 arsh(m/k) = bmk,    m k  = ebmk 

Если повсеместно заменить 1/2 на m /k , то … получим  

  2
m k  = 1 + 2(m/ k) m k  

… и формулу 

 n
m k  = cnmk + c'nmkm k  

… при каждом конкретном m и k с легко вычислимыми коэффициентами c. Следовательно, линейность … 
является универсальным свойством всех чисел типа n

mk
  =  е n ars (m /k ). Частный представитель этого класса 

иррациональных чисел – число золотого сечения  соответствует значениям m = 1, k = 2, при которых линейная 
комбинация, а потому и комбинация для более высоких степеней n выглядят просто. Кроме того, коэффициент 
2m /k, а вслед за ним и коэффициенты cnmk и c'nmk  в общем случае целыми числами будут только тогда, когда 
отношение 2m /k – целое. 

O константе 1 + 2 (“silver mean” или вторая Tm-гармония) (с. 92, 93) 

 Обратимся … к семейству чисел [m k ] и попытаемся разобраться в статусе отдельных его членов. 

 Вытекающий из принципа “проточисла-кирпичики” принцип отбора констант рекомендует отбросить все 
значения m > 2, k > 2, как не соответствующие высшим формальным критериям фундаментальности, 
ограничиваясь тремя начальными членами: 11 = 22, 12, 21. Последние два – это число  и его степень 3 = 2 
+ 1 и с ними всё, кажется ясно, но вот число 11 – это уже что-то другое… Число  

 11 = е arsh(e2i) = 1 + 2  = 2,414213562… 

похоже не относится к классу фундаментальных математических или физических констант, во всяком случае 
мы не располагаем сведениями на этот счёт. Между тем, его математические характеристики превосходны и 
вполне аналогичны полученным для золотого сечения.  

… Определяющее число 11 квадратное уравнение имеет вид: 

    х2 – 2х – 1 = 0 

а бесконечная непрерывная дробь: 

 11 = 2 + 


12

12

12

1






 
 Аналогом ряда Фибоначчи является бесконечная последовательность целых чисел Fn': 

 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, … 

которая в пределе сходится к 11: 
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'F

'F

n

n

n

1


mil  = 11 

 
Обобщение формулы Бине (с. 94) 

 Формула, выражающая члены ряда [Пелла] через 11 получается заменами Fn  Fn',  ,   11, 2– 1  
2(11 – 1) в формуле Бине:  

 Fn' = 
)(

)(

11

1111

12

1


 


 nnn

. 

О преимуществах константы  (с. 94–95) 

 Отметим, что коэффициенты Fn' – целые числа, но, в отличие от фибоначчиевых коэффициентов Fn, 
условие минимальности выражения 2m /k для них не выполняется. В результате, среди тех возрастающих 
последовательностей целых чисел, где значение каждого члена, начиная с третьего, определяется значением 
двух предыдущих членов, медленнее всех растёт ряд Фибоначчи. Что касается последовательности [Пелла], она 
растет намного быстрее, по закону  
 un +2 = un  + 2un + 1, 

само же число 11 подчиняется закону 

 .1
1111

2
11

  nnn  2  

Следовательно, в случае числа 11 нарушается… “принцип минимальности”… По сути дела к этому, со всеми 
вытекающими последствиями и сводится преимущество числа  перед 11, поскольку других, сколь-нибудь 
важных принципиальных формальных отличий между ними нет.  
 

6. ОТЗС. Константа да Винчи 
Некоторые формулы и соотношения ОТЗС 

 Очертив допустимые границы обобщения теории константы  и рядов Фибоначчи посредством ПСМ, как 
и уникальной связью между целыми числами и золотыми константами, попытаемся проникнуть глубже в 
формализм ОТЗС. Без экспоненты и её производных, в частности гиперболических функций  

 sh y = 
2

xx  ee   и  ch y = 
2

xx  ee  

уже не обойтись. Так, сумма или разность возведённой в любую вещественную или даже комплексную степень 
 константы m и обратной ей величины не будут, вообще говоря, выражаться целыми числами, как в случае 
целых степеней n. Здесь справедливы формулы  

 m
 + m

– = 2ch[ arcsh(m/2)]  (32) 

 m
 – m

– = 2sh[ arcsh(m/2)]    (33) 

А формула Бине для Fm ,n  с помощью гиперболических функций запишется в виде (ср. с формулой (24) 

 Fm , n  = 
2

2

/
)]/(arshch[

m
mn

m 
 для нечетных n                                                              (34) 

 Fm , n  = 
2

2

/
)]/(arshsh[

m
mn

m 
 для четных n  (35)  

Для произвольного действительного числа r формула Бине обобщенной теории содержит тригонометрическую 

функцию cos x = 
2

xx ii ee   с четырьмя фундаментальными математическими константами – проточислами e, , i, 

2, посредством которых может быть построен континуум действительных и комплексных чисел [Аракелян1]:  

 Fm , r  = 
)(

)(osc)(
12

1


 

m

r
m

r
m r




                                           (36)                      

Почему “Константа да Винчи” 
 Некоторые другие формулы ОТЗС приведены в приложении, а напоследок уделим некоторое внимание 
одному из членов золотого семейства. Это вторая в списке после золотой константы  и вторая по значимости 
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константа 2 = 21   е ar sh(2/2). Её иногда называют “серебряной”, говорят также о серебряном сечении, 
определяя его следующим образом: “две величины находятся в «серебряном сечении», если отношение суммы 
меньшей и удвоенной большей величины к большей то же самое, что и отношение большей величины к 
меньшей” [Серебряное сечение]. Не совсем складное, думается, определение, способное разве что посеять 
сомнения в значимости определяемого. Да и само название трудно признать удачным, хотя видимо оно и 
вдохновило упомянутого выше автора на ряды “металлических пропорций”, которые оказались очень уж 
короткими, видимо из-за нехватки известных металлов. Если золотую константу называют именем Фидия, 
найдётся подходящее имя и для второго члена благородного семейства. Очень хорошее, притом, имя – титана 
эпохи Возрождения. Правда, Леонардо да Винчи едва ли был первым исследователем правильного 
восьмиугольника, являющегося геометрическим символом серебряного сечения. Но интерес Леонардо к 
восьмиугольнику, с его использованием в архитектуре, как свидетельствуют взятые из [Reynolds] рисунки, см. 
также [Пидоу], настолько велик, что вряд ли будет ошибкой назвать числе 2 константой да Винчи.   
  

   

   
 

Рис. 1  
Восьмиугольник в трудах Леонардо да Винчи 

 
Принято считать, что Витрувианский человек Леонардо прекрасно вписывается в золотой прямоугольник и 
пятиугольник со звездой, а насколько хорошо он вписывается в “серебряный” восьмиугольник с 
восьмиугольной звездой предоставляем судить читателю. 
  

   
 

Рис. 2  
Витрувианский человек Леонардо в оригинале и он же в золотых и серебряных фигурах 



24 
 

 Простейшие и вместе с тем основные характеристики константы 2 даны выше. Они получаются 
подстановкой значения m = 2 в формулы и выражения (12)–(17) соответственно для квадратного уравнения, его 
положительного корня, строящейся по правилу третьего члена последовательности, цепной дроби, интеграла и 
экспоненты. Выражение в радикалах и десятичная дробь даны в таблице 1, а подходящая дробь и 
последовательность, носящая имя Пелла, приведены в (19). Дополним геометрический и теоретико-числовой 
портрет константы 2 менее известными данными, см. также [Аракелян, Гл. 8]. Из серебряных фигур, минуя 
прямоугольник, треугольники, эллипсы ромбы и т.п, рассмотрим правильный восьмиугольник и упомянем 
логарифмическую спираль. Далее остановимся на трёхмерных телах, фракталах, формулах, соотношениях и 
задачах. 

 Помещая, как обычно, геометрический центр фигуры в начало декартовой системы и принимая длину 
ребра равной единице, получим следующий набор значений для координат восьми вершин восьмиугольника: 

 1, 2;  2,1  

Обозначая далее через R и r радиусы описанной и вписанной окружностей, S площадь поверхности и  
двугранный угол между ребрами восьмиугольника, имеем: 

 R = 
2

1 csc
8
  = 

2
)( 212        r = 

2

1 ctg
8
  = 

2
2       S = 2ctg

8
 = 22       = 135°   

В этих соотношениях наглядно видна связь константы да Винчи с экспонентой в форме тригонометрических 
функций. О других параметрах правильного восьмиугольника и получаемой соединением её диагоналей 
восьмиконечной звезды можно судить по рисункам.  
 

                
 

Рис. 3 
Восьмиугольник, восьмиугольная звезда и её параметры 

Из двумерных геометрических фигур стоит также упомянуть логарифмическую спираль, уравнение которой в 
полярных координатах даётся выражением  

 r = 
θπθπ

ln

e
22

2

2




   (37) 

которому соответствует постоянный параметр  

 arcctg 







π
ln 22   = 1,05947 11164 58249…  (38) 

Отсюда постоянный для данной спирали угол между радиусом-вектором и касательной 2  60,70322°, что 
заметно меньше аналогичного угла  73° для константы , а значит серебряная спираль закручена меньше 
золотой.  
 

 
 

Рис. 4  

Кривая спирали θ

2

2

   
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Трёхмерные тела 
 Начнём, как обычно, с платоновых тел. Мы знаем, что додекаэдр и икосаэдр являются телами золотого 
сечения. Посмотрим, как обстоит дело с остальными тремя правильными многогранниками, помещая их 
центры в начало трёхмерной декартовой системы и определяя значения координат вершин.  

 Тетраэдр: (+1, +1, +1); (−1, −1, +1); (−1, +1, −1); (+1, −1, −1) 

 Куб:  (1, 1, 1) 

 Октаэдр: ( 1, 0, 0 ); ( 0, 1, 0 ); ( 0, 0, 1 ) 

Только нули и единицы, с платоновыми телами серебряное сечение, похоже, не ладит. Но есть нюанс, который 
кое-что в оценках меняет. В координатах вершин для нас нет ничего интересного, а вот другие параметры всех 
трёх тел связаны с неизменным “спутником” 2 – постоянной Пифагора 2 . Для константы да Винчи это 

формально то же самое, что 5 для золотого числа. Оба спутника уникальными свойствами своих констант не 

обладают. Иррациональное число 5  хоть и важная математическая величина, но с золотой константой 
сравниться не может, а вот постоянная Пифагора рангом как минимум не ниже константы да Винчи. В этом 
можно убедиться уже на примере платоновых тел. Так, через константу 2  выражается объём тетраэдра, угол 
между его гранями, угол между гранью и ребром, радиус описанной сферы и т.н. угол тетраэдра равный 
2arctg 2 ; число 2  фигурирует в выражениях для радиуса вписанной сферы и диагоналей граней куба, 
радиуса описанной сферы и объёма октаэдра и т.д. Если сторону октаэдра принять равной 1, сторона 
двойственного ему куба равна 2 и наоборот: если единичный куб вписать в октаэдр, длина стороны 
последнего больше длины стороны куба в той же пропорции. Конечно, все перечисленные величины могут 
быть выражены и посредством 2 – 1, но выглядит это искусственно и неубедительно. Константу 2 если и 
считать причастной к трем платоновым телам, то только через постоянную Пифагора.  

 Иначе обстоит дело в случае других менее известных трёхмерных тел. Ниже Архимедовы тела 
представлены своими числовыми параметрами, рисунками, в развернутом виде и двумя ортогональными 
проекциями. Двунаправленная стрелка  указывает на название дуального каталанова тела со схожими 
данными, которые нет нужды представлять, см. [Weisstein], а к прежним обозначениям добавился только 
символ V для объёмa тела.  
  

Усечённый куб  триакисоктаэдр 
14 граней: 8 треугольников, 6 восьмиугольников; 24 вершин, 36 рёбер 

Координаты R r S V 

(2 – 2),  1,  1, 
1,  (2– 2),  1, 
1,  1,  (2 – 2) 2

3 24  
17

33 22  4)(   2(62 + 3 ) 3

7
(1 + 22) 

 

                
  

Ромбокубооктаэдр  дельтоидальный икоситетраэдр 
26 граней: 8 треугольников, 18 квадратов; 48 рёбер, 24 вершины 

 

Координаты R r S V 

1,  1,  2 
2

3 22  
17

35 22   )(
 18 + 2 3  

2

2 210   
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Ромбоусёченный кубооктаэдр  гекзакисоктаэдр 
26 граней: 12 квадратов , 8 шестиугольников, 6 восьмиугольников; 72 ребра, 48 вершин 

 

Координаты R r S V 

1,  2,  (2 – 1) 
2

7 26  
97

671 22   )33(
 12(1 + 2 + 3

) 
2(4 + 72) 

 

         
 
 Платоновы, архимедовы и каталановы тела, называемые также правильными и полуправильными 
многогранниками, это, мы знаем, геометрическая “элита” трёхмерных тел, их как бы первый и второй 
дивизионы. В неисчислимом многообразии всевозможных трёхмерных тел явно выделены именно эти 31 
многогранник. И вот мы видим, что 14 из них являются золотыми, 6 (три архимедовых и столько же 
каталановых) – серебряными, ещё три платоновых тела хотя бы косвенно связаны с константой 2. Заметим 
также, что других констант из семейства m здесь нет. Вывод напрашивается сам собой. Первые два члена 
благородного семейства и только они являются гегемонами в мире геометрических тел, хотя по основным 
свойствам все члены бесконечной последовательности m формально равноправны. Впрочем, подобная 
привилегированность характерна и для других семейств констант в математике, например для семейства 
вышеупомянутых постоянных Фейгенбаума. В этом можно видеть отличие семейств констант от таких 
числовых последовательностей как, скажем, ряд Фибоначчи, где по мере удаления от начала ряда 
обеспечивается всё более высокая степень приближения к теоретическому пределу. Предел, конечный или 
бесконечный, как в нашем случае, может существовать и для семейства констант, но здесь он важной роли не 
играет и почти все призы достаются первенцам.  

 Беспристрастный формальный анализ даёт полное основание утверждать, что геометрия, по крайней мере 
трёхмерная, вправе считаться цитаделью золотого сечения, которую не сокрушить лопатами и насекомыми. 
Между тем всё это уже было, а детали и уточнения по большому счёту не так существенны. Следует лишний 
раз воздать должное мудрости и прозорливости античных мыслителей, цельностью своего мировосприятия и 
величием духа создавших нечто такое, что мы сейчас можем назвать геометрией гармонии или, если угодно, 
геометрической составляющей математики гармонии.  

 Не так благополучно сложились отношения античной математики с арифметикой гармонии. Пифагорейцы 
и Платон в своем понимании космоса как единого целого вышли на самые, пожалуй, совершенные даже с 
современной точки зрения геометрические тела – правильные многогранники. А вот путь к вершинам теории 
чисел был, как известно, долог и тернист. Не случайно евклидовские “Начала” известны как Геометрия 
Евклида, хотя по сути это вся античная математика, включая арифметику и алгебру, изложенные в 
геометризованном виде. Есть поэтому немало построений, равносильных золотому сечению, но нет самой 
золотой константы. Мировую гармонию невозможно выразить посредством лишь натуральных или даже 
рациональных чисел. Серьёзные достижения есть и здесь, но даже в наши дни игра с целыми числами – занятие 
характерное для праздных, не шибко подкованных в математике любителей-энтузиастов, возрождающих (в не 
лучшем обычно варианте) древнюю числовую магию и мистику, дополняемую доморощенной отсебятиной. По 
настоящему глубокое понимание числовых закономерностей, лежащих как принято считать в основе гармонии 
мира, возможен только при наличии математического аппарата, обязанного своим существованием 
расширениям понятия числа до уровня комплексных чисел. Без тонких методов математического анализа, 
операции предельного перехода, фундаментальных математических констант, без экспоненты, через которую 
выражаются 24 тригонометрические, гиперболические и обратные им функции, а также несметное количество 
их интегральных форм, теория золотого сечения – повод для радостных восклицаний, вызванных изяществом и 
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доступностью исходных положений и предмет бесконечных споров относительно подлинности того или иного 
факта обнаружения ЗС во внешнем мире.  

 Покидая золотую геометрию, коротко остановимся на проблеме, у истоков которой стоят И.Кеплер и 
А.Дюрер. Речь о плотном, без зазоров и перекрываний, заполнении плоскости. Известно, что одними только 
золотыми пятиугольниками или серебряными восьмиугольниками, в отличие от правильных трёх-, четырёх и 
шестиугольников, заполнить плоскость невозможно. В случае золотых фигур плоскость может быть замощена 
плитками Пенроуза, а пространство ромбоэдрами, грани которых являются золотыми ромбами, причем 
подобная структура была относительно недавно обнаружена среди квазиклисталлов, см. [Стахов2]. А 
заполнение плоскости двумя различными способами посредством восьмиугольников и квадратов показано на 
рисунке. 
 

     
Рис. 5 

Два способа заполнения плоскости восьмиугольниками и квадратами 
 

Тонкие связи между двумя константами. 
 Арифметику константы да Винчи начнём с её отношений с числом золотого сечения. Принадлежность 
двух констант к одному и тому же семейству чисел не исключает наличие тонких, нетривиальных связей между 
ними, которых не так уж мало. Так, сравнение цепной дроби константы 2 с цепными дробями –, – –1, – 2,    
– –2, то есть взятой с отрицательным знаком золотой константы и её ближайших степеней приводит к 
любопытному предельному соотношению для числителей Рn /a числа а и знаменателей Qn  подходящих дробей 
четырех отрицательных чисел:  

 12  






)](/[lim)]([lim k

nn

k
nn

aPQ      (k = 1, 2) (39) 

 В физической теории связь между двумя основными членами семейства m , выявляется посредством 
гамильтониана Фибоначчи (Fibonacci Hamiltonian), представляющего собой дискретный оператор Шрёдингера 
[Damanik et al.] 
 [Hu](n) = u(n + 1) + u(n − 1) + V(n)u(n)  (40) 

Здесь V(n)  = λχ [1−−1,1) (n−1 + θ mod 1), λ > 0 константа связи, θ ∈ [0, 1) фаза. Размерность Хаусдорфа 
(обобщение обычного понятия размерности) гамильтониана при λ →  стремится к пределу, который 
оказывается равным  

 ln 2 = 0,881 373 587…  

Другими словами, рaзмерность Хаусдорфа фрактала, называемого спектром гамильтониана Фибоначчи 
(Spectrum of Fibonacci Hamiltonian [List of fractals by Hausdorff dimension]) и связанного с золотым числом , 
равна логарифму константы да Винчи! 

 Равную утроенному отношению логарифмов констант  и 2 размерность Хаусдорфа имеет фрактал 
фибоначчиева слова (Fibonacci word fractal) 
  

Фрактал Фибоначчиева слова 

 
)2  1 (ln

]/)5ln[(13   
ln

ln
2






2
3




 = 1,637 938… 

  
 
 Удивительно, скорее даже уникально выражение для площади поверхности, образованной вращением 
кривой  
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 y = tgx = )ееi(
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


   (0  x  /4) 

вокруг оси Ox: 

 S =  
















2ln  25  

В задаче вращения тангенса сразу семь (!) важнейших констант: фундаментальные математические константы 

, e, i, основные константы золотого семейства , 2, их спутники 5  и .2  
 

Соотношения для последовательности Пелла и константы да Винчи 
 Напомним, что правило третьего члена для константы 2  

 F2, n + 2  = 2F2, n + 1 + F2, n   

приводит к носящей имя Пелла бесконечной последовательности (Pell’s sequence), общий член которого мы для 
единообразия обозначили символом F2, n . Как и для чисел Фибоначчи для чисел Пелла (19), а также их 
квадратов, сумм и т.п. существует множество различных представлений посредством рядов, факториалов и т.д.; 
некоторые из них приводятся ниже [Ram]:  
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Формулы, преобразующие степенные выражения 2
n и 2

–n  в линейные, и формулы, преобразующие сумму       
2

2k + 2
–2k  и разность 2

2k – 1 – 2
–(2k – 1) в целые числа, получаются прямой подстановкой 2  вместо m в общие 

формулы (25)– (30). А суммы и разности для любых действительных или комплексных степеней 2  получаются 
той же подстановкой в формулы (32) и (33), построенные посредством гиперболических косинуса и синуса. Из 
общей формулы (24) сразу получается формула Бине для ряда Пелла: 

  F2, n  = 
)(

)(
12

1

2

22


 


 nnn

  (41) 

Аналогично и в случае формул Бине (34) и (35), выражающих Fm, n  с помощью гиперболических функций. 
Обобщение формулы (41) на случай произвольного действительного числа r даёт формулу  

 F2, r  = 
)(

)(osc)(
12 2

1
22


 


 rrr

 (41' ) 

тождественную предыдущей при целых значениях показателя степени r.  

 Если геометрическими носителями и символами золотой константы считать пятиугольник со вписанной в 
него звездой, а в меньшей степени десятиугольник, то для константы да Винчи это соответственно 
восьмиугольник с восьмиугольной звездой и в какой-то степени квадрат. Отсюда и получаются числа 5 и 10 в 
первом случае, 8 и 4 во втором для аргументов тригонометрических функций синуса и косинуса. А таблицу 

значений 2sin(n
8
π ) и 2cos(n

8
π ), сходную с таблицей для 2sin(n

10
π ) и 2cos(n

10
π ), см. [Аракелян, Гл. 7, табл. 

7.12.1], построить нетрудно, зная значения функций синуса и косинуса для аргументов /4 и /2, но надобности  
в этом здесь нет. 

 Не обошел вниманием число 2 Рамануджан, открывший удивительную формулу, см. [Левин, 36], 
связывающую эту константу с ФМК е, , 2 и натуральным рядом: 
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Интересны и приведённые например в [Knopp; Gradshteyn and Ryzhik] формулы  
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для бесконечной суммы и произведения.  

Задачи и упражнения 
 Математическая константа может неожиданно появляться при решении задач самого разного уровня и 
типа. Это один из наиболее интригующих фрагментов теории чисел и математического анализа, поскольку 
именно здесь появление той или иной константы в решениях задачи непредсказуемо загодя. Если в условиях 
задачи ничто не указывает на конечный результат и если сама задача важна и соотносится с какими-то 
реалиями внешнего мира, тогда теоретический рейтинг константы заметно повышается. По сути это и есть то 
самое, что больше всего ценят математические эстеты.  

 Следует отметить, что в решении подобных задач довольно часто фигурирует неизменный спутник 
константы да Винчи постоянная Пифагора 2  и значительно реже сама константа 1 + ,2  хотя не всегда 
просто отличить одно от другого. Вначале приведём примеры (из курса математического анализа) совместного 
появления констант, а после, начиная с номера 9, уже сольного явления константы 2. 

 1.  Функция 
4

2

 1
  2  
x
xy




 , обращающаяся в нуль при x =  2 , имеет минимум 
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значениях 3  x . 

 2.  Экспонента e2x – x
2
 имеет точки перегиба е  , 21y  в точках x1 = 2/2 и x2 = 1 – 2/2. 

 3.  Функция x2 + y2 = x4 + y4: xmax = 
2

2  при y = 
2

1 ; ymax = 
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 4. Длина дуги параметрически заданной кривой x = cos4t, y = sin4t  равна 1 + .ln 2

2

  

 5. Длина дуги параметрически заданной кривой x = a (sh t – t), y = a (ch t – t),  (0  t  T) равна 
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 6.  Длина дуги параметрически заданной кривой 



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  pr   равна )ln ( 22p . 

 7. Объём тела, образованного вращением фигуры (x2 + y2)2 = a2(x2 – y2) вокруг оси Ox равен 
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 8. Статистический момент дуги параболы y2 = 2px (0  x  p/2) относительно прямой x = p/2 выражается 

соотношением  .5ln 22
8

2p . 

 9. Максимум функции y  = 
4

2

1

1

x
x

 
 , определенной в интервале (0, ): ymax = 2 /2. 

 10. Область существования функции ch2x – ch2y = 1: x   ln 2, краевой минимум при x  = ln 2. 
 11. Поверхность тела вращения P вокруг прямой y = p фигуры, ограниченной параболой y2 = 2px и 

прямой y = p/2: P = 2p2(1 + 2 + ln 2). 
 12. Разложение в ряд Фурье функции y = sec x, (–/4 < x < /4). Очень длинное выражение, дважды 

содержащее ln 2. 
 13. Наибольшее значение функции u = x + y + z, если x2 + y2  z  1: sup u = 2. 

 14. Поверхностный интеграл первого рода  
S

22  ,) ( dSyx где 1  22  zyx  равен .22

  
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Заключение 

 Вера в мировую гармонию – религия ученых, а идею математики гармонии, выдвинутую патриархом 
современной школы золотого сечения, его исследователем и популяризатором А.П. Стаховым, можно понимать 
как призыв к воплощению учения о гармонии в совершенных математических формах. Это стремление 
восстановить на новой основе некогда утраченное понимание мира как единой целостной системы, части 
которой согласованны и соразмерны. Вместе с тем это и попытка противопоставить истинную красоту 
математики её излишней формализованности, уму и сердце ничего не говорящей и выхолащивающей саму суть 
математического творчества. Неумеренная страсть к обобщениям завела математику в непроходимые дебри 
формализма теории множеств, исходящей из внутренне противоречивого понятия актуальной бесконечности и 
тем не менее примеряющей на себе роль базиса, к которому должна быть сведена вся математика. Математика, 
построенная на началах гармонии, включая такой её важный компонент как теория золотого сечения, 
предназначена служить барьером на пути извращенных представлений об основаниях математики, получивших 
немалое распространение в современной научной и учебной литературе.   

 Драматическая история возникновения, кратковременного торжества, сокрушительного крушения и 
реинкарнации теоретико-множественного подхода в виде системы искусственных постулатов и уродливых 
построений, “успешно” подминающих под себя живую математику, является суровым предупреждением о 
существовании пределов любому обобщению. Это как бы красная линия, которую нельзя переступать, если не 
хочешь оказаться за пределами той области, в которой принадлежность объектов множеству определяется 
совокупностью фундаментальных для данной системы свойств и характеристик. Хотя всевозможные 
обобщения золотого сечения, точнее теории ЗС формально допустимы, с парадоксами не связаны и обогащают 
теорию новыми, имеющими порой и прикладное значение моделями, право на золотой бренд дорогого стоит и 
не каждому даётся.   

 В основе большинства претендующих на обобщение золотого сечения идей лежит рекуррентная формула  

 un + 2 = а1un + 1 + а 2 un 

Выбор двух начальных членов u0 и u1 в такой рекурсии безразличен, поскольку даже общий случай 
комплексных u0 и u1 ничего по сути не меняет. Совсем другое дело множители а1 и а2. По разному их варьируя, 
можно получить множество интересных и важных обобщений, однако к золотому сечению прямого отношения 
не имеющих. В качестве фундаментального признака, выделяющее “золотое” семейство среди множества 
других теоретически допустимых семейств, естественно брать уникальное правило сохранения мантиссы, 
фактически используемое некоторыми авторами в форме простейшего уравнения 

 mxx    1   

Тем самым, не дающая многим покоя тайна двух множителей рекурсии решается достаточно просто: а1 = m, 
а2  = 1. Имеем в итоге семейство констант m, важнейшим свойством которого, дополняющим исходный 
принцип ПСМ, является возможность представления любого целого число посредством конечной суммы 
степеней m. 

 Но по-настоящему значимыми константами золотого семейства могут считаться только два начальных 
члена числового множества m: константа золотого сечения  и число 2. Вместо более привычного серебряное 
число, оно названо нами константой да Винчи, учитывая то, что Леонардо всесторонне исследовал правильный 
восьмиугольник и вписанную в него восьмиугольную звезду, являющиеся геометрическими носителями и 
символами числа 2, подобно тому как основным геометрическим символом константы  является 
пентаграмма. Первенствующая роль констант  и 2 в семействе удостоверяется рассмотрением параметров 
важнейших многогранников – платоновых, архимедовых и каталановых тел. Не менее важны появления этих 
констант и их неизменных спутников 5  и особенно постоянной Пифагора 2  при решений различных 
математических задач большей или меньшей важности. Появление других членов золотого семейства в 
геометрии и теории чисел практически незаметно. 

 Наряду с рекуррентной формулой семейство m может быть представлено посредством квадратных 
уравнений, цепных и подходящих дробей, родственных ряду Фибоначчи бесконечных последовательностей, 
интеграла и представляющей для нас особый интерес экспоненты еarsh(m/2). С точки зрения теории ЛМФ, 
утверждающей e z и Ln z в качестве первичных математических функций, именно экспонента является наиболее 
универсальной формой представления любого числа, за исключением нуля. В конструктивном плане 
экспонента и составленные из неё функции необходимы для решения многих теоретико-числовых проблем 
высшего уровня сложности. Об этом, в частности, свидетельствует формула Бине для общего случая 
вещественных и комплексных переменных, как и растущий интерес к использованию гиперболических 
функций для решения технически сложных вопросов теории золотого сечения. 
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Приложение 
Основные элементы ОТЗС 
Исходные уравнения и формулы 

 
mxx    1    Правило сохранения мантиссы  
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  Интеграл       

 е arsh(m/2)          Экспонента  Математика золотого семейства может быть получена из свойств 
экспоненциальной (или логарифмической) функции данного типа  

 
Константы m, десятичные значения начальных членов m и обратных им величин 

 

 
Подходящие дроби Fm, n + 1/Fm, n  констант m и соответствующие им последовательности Fm, n  
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 m = 4 ...,,,,,,,,,,,
1762289
7465176

416020
1762289

98209
416020

23184
98209

5473
23184

1292
5473

305
1292

72
305

17
72

4
17

1
4   
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Многогранники 

 Золотые тела  
 Платоновы:  додекаэдр и икосаэдр 
 Архимедовы: ромбоикосододекаэдр, икосододекаэдр, курносый додекаэдр, усечённый додекаэдр, 

усечённый икосаэдр, икосододекаэдр 
 Каталановы: дельтоидальный гексеконтаэдр, ромботриаконтаэдр, пентагональный гексеконтаэдр, 

триакисикосаэдр, пентакисдодекаэдр, ромботриаконтаэдр 

 Серебряные тела  
 Платоновы:  тетраэдр, куб и октаэдр (все три частично) 
 Архимедовы:  усечённый куб, ромбокубооктаэдр, ромбоусёченный кубооктаэдр 
 Каталановы:  триакисоктаэдр, дельтоидальный икоситетраэдр, гекзакисоктаэдр 
   

Формулы для степеней, их сумм и разностей 
 m

n = Fm ,n m + Fm , n – 1                                                                                            

 m
–n = (–1)n (Fm,n + 1 – Fm, n m)                                                                                     

 m
–2k = Fm ,2k + 1 – Fm ,2km n = 2k, ( k = 1, 2, 3, …)                                                                

 m
–(2 k – 1) = Fm ,2k – 1m – Fm ,2k  n = 2k – 1  

     
 m

n + m
–n = Fm, n – 1 + Fm ,n + 1 для четных степеней                 

 m
n – m

–n = Fm , n – 1 + Fm ,n + 1 для нечетных степеней    

 m
 + m

– = 2ch[ arcsh(m/2)]  для любых   

 m
 – m

– = 2sh[ arcsh(m/2)]  для любых   
                              

Формула Бине 
 Fm ,n  = 

)(
)(
mm

n
m

nn
m


 




2

1
   для натуральных чисел 

 Fm , n  = 
2

2

/
)]/(arshch[

m
mn

m 
 гиперболическая форма для нечётных n 

 Fm , n  = 
2

2

/
)]/(arshsh[

m
mn

m 
 гиперболическая форма для чётных n 

 Fm ,r  = 
)(

)(osc)(
12

1


 

m

r
m

r
m r




  для действительного r 

 
Аналитические связи между константами  и 2  

 12  
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


)](/[lim)]([lim k

nn

k
nn

aPQ      (k = 1, 2)  (Рn /Qn  – подходящие дроби числа а)  

 ln 2 = 0,881 373 587…  размерность Хаусдорфа гамильтониана [Hu](n) = u(n + 1) + u(n − 1) + V(n)u(n),    
при λ → ,V(n)  = λχ [1− −1,1) (n−1 + θ mod 1), λ > 0 константа связи, θ ∈ [0, 1) фаза  
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