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1. Системы счисления и их роль в развитии математики и компьютеров 

 
1.1. Позиционный принцип представления чисел. Сразу после защиты 
докторской диссертации (1972 г.) [1] логика развития моего научного направления 
вывела меня на проблему «систем счисления», одну из фундаментальных проблем 
математики и науки в целом.  

Каждый человек на земном шаре, окончивший хотя бы четыре класса 
начальной или «церковно-приходской» школы, знает, по меньшей мере, две 
полезные вещи: он умеет писать и читать и использовать десятичную систему 
счисления для выполнения простейших  арифметических операций. И эта система 
кажется нам настолько простой и элементарной, что многие из нас с большим 
недоверием отнесутся к утверждению, что десятичная система является  одним из 
крупнейших математических открытий за всю историю математики. И чтобы 
убедить читателя в этом, обратимся к мнению «авторитетов». 

 
Пьер Симон Лаплас (1749-1827), французский математик, член Парижской 

академии наук, почетный иностранный член Петербургской академии наук: 
 «Мысль выражать все числа 9 знаками, придавая им, кроме значения по 
форме, еще значение по месту, настолько проста, что именно из-за этой 
простоты трудно понять, насколько она удивительна. Как нелегко было прийти к 
этой методе, мы видим на примере величайших гениев греческой учености 
Архимеда и Аполлония, от которых эта мысль осталась скрытой». 
 М.В. Остроградский (1801-1862), русский математик, член Петербургской 
академии наук и многих иностранных академий: 
  «Нам кажется, что после изобретения письменности самым большим  
открытием было использование так называемой десятичной системы счисления. 
Мы хотим сказать, что соглашение, с помощью которого мы можем выразить 
все полезные числа двенадцатью словами и их окончаниями, является одним из 
самых замечательных созданий человеческого гения …» 
 Жюль Таннери (1848-1910), французский математик, член Парижской 
академии наук:    

«Что касается до нынешней системы письменной нумерации, в которой 
употребляется девять значащих цифр и ноль, и относительное значение цифр 
определяется особым правилом, то эта система была введена в Индии в эпоху, 
которая не определена точно, но, по-видимому, после христианской эры. 
Изобретение этой системы есть одно из самых важных событий в истории 
науки, и несмотря на привычку пользоваться десятичной нумерацией, мы не 
можем не изумляться чудной простоте ее механизма». 



К сожалению, историки  компьютерной науки, владея развитой 
компьютерной теорией, иногда забывают о той роли, которую сыграли системы 
счисления в истории компьютеров. Ведь первые проекты счетных приборов 
(абаков и арифмометров), прообразов современных компьютеров, появились 
задолго до возникновения алгебры логики, теории алгоритмов – и главную роль 
при создании таких счетных приборов сыграли именно системы счисления и 
правила выполнения в них простейших арифметических операций. Об этом не 
следует забывать, прогнозируя дальнейшее развитие компьютерной  техники. В 
новых правилах выполнения арифметических операций лежит ключ развития 
информационных технологий будущего!  

Создание первых систем счисления относится к периоду зарождения 
математики, когда потребности счета предметов, измерения времени, земельных 
участков и количества продуктов привели к созданию простейших понятий 
арифметики натуральных чисел. Как подчеркивает А.Н. Колмогоров в статье 
«Математика» (БСЭ, том. 15), «только на основе разработанной системы устного 
счисления возникают письменные системы счисления и постепенно 
вырабатываются приемы выполнения над натуральными числами четырех 
арифметических действий».  

Уже в период зарождения математики было сделано одно из крупнейших 
математических открытий за всю историю математики. Речь идет о позиционном 
принципе представления чисел. Как подчеркивается в статье Башмаковой И.Г. и 
Юшкевича А.П. «Происхождение систем счисления» («Энциклопедия 
Элементарной Математики, том 1 «Арифметика», 1951 г.), «первой известной нам 
системой счисления, основанной на поместном или позиционном принципе, 
является шестидесятеричная система древних вавилонян, возникшая примерно за 
2000  лет до н.э.».   

 
1.2. История десятичной системы счисления. Мы используем для повседневных 
вычислений десятичную систему счисления. Хорошо известно, что 
предшественницей десятичной системы счисления является Индусская десятичная 
система, возникшая в 5-8-м столетии нашей эры. В Европу десятичная нумерация 
проникла из Исламского Востока. Наиболее ранние рукописи на арабском языке, 
содержащие индийскую позиционную запись чисел, относятся к 9-му столетию 
нашей эры. Одним из первых в Европе понял преимущества новой нумерации 
французский церковнослужитель и математик Герберт, который в 999 году стал 
римским папою под именем Сильвестра П. Новоиспеченный папа попытался 
провести реформу в преподавании математики и ввести новую систему нумерации. 
Однако нововведение встретило яростный гнев со стороны инквизиции. Папу 
обвинили в том, что он «продал душу сарацинским дьяволам». Реформу 
постарались провалить, и папа-математик  вскоре умер. Но и после смерти его не 
оставили в покое. Несколько столетий ходили слухи, что из мраморного саркофага 
папы непрерывно сочится серный дым и слышится шорох чертей. 

Хотя первые записи арабско-индийскими цифрами встречаются в испанских 
рукописях еще в 10-м веке, десятичная система начинает закрепляться в Европе 
только, начиная с 12-го века. Новая нумерация в Европе встретила ожесточенное 
сопротивление как со стороны официальной схоластической науки того времени, 



та и со стороны отдельных правительств. Так, например, в 1299 г. во Флоренции 
купцам было запрещено пользоваться новыми цифрами, в бухгалтерии приказано 
было либо пользоваться римскими цифрами, либо писать числа словами.  

Убежденным сторонником использования арабско-индийской системы 
счисления в торговой практике был известный итальянский математик Леонардо 
Пизанский (Фибоначчи), получивший математическое образование в арабских 
странах. В своем сочинении “Liber abaci” (1202) он писал: 
 «Девять индусских знаков – суть следующие: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. С 
помощью этих знаков и знака 0, который называется по-арабски “zephirum”, 
можно написать какое угодно число». 
 Здесь словом “zephirum”  Фибоначчи передал арабское слово “as-sifr”, 
являющееся дословным переводом индусского слова  “sunya”, то есть пустое, 
служившее названием нуля. Слово  “zephirum” дало начало французскому и 
итальянскому слову “zero” (нуль). С другой стороны, то же арабское слово “as-
sifr” было передано через “ziffer”, откуда произошли французское слово “chiffre”, 
немецкое  “ziffer”, английское “cipher” и русское «цифра».   
 В начале 17-го века новая нумерация проникает в Россию, но православная 
церковь встречает ее в штыки и объявляет новую нумерацию колдовской и 
безбожной. Закрепилась десятичная нумерация в России только после издания в 
1703 году знаменитой «Арифметики» Магницкого, в которой все вычисления в 
тексте производились исключительно с использованием десятичной системы 
счисления.      

 
1.3. История двоичной системы.  В связи с развитием компьютерной техники на 
первые роли в современной науке выдвинулась двоичная система счисления. 
Зачатки двоичной системы наблюдаются у многих народов. У древних египтян 
широкое распространение получили методы умножения и деления, основанные на 
принципе «удвоении». Изобретение двоичного способа нумерации приписывают 
китайскому императору Фо Ги, жизнь которого относится к 4-му тысячелетию до 
новой эры.  

Кто же изобрел правила выполнения арифметических операций в двоичной 
системе счисления? Оказывается, что автор двоичной арифметики в истории науки 
доподлинно известен; им является известный немецкий математик Готфрид 
Лейбниц (1646-1716), который в 1697 г. разработал двоичную арифметику. 
Лейбниц настолько был восхищен этим своим открытием, что в его честь он 
выпустил специальную медаль, на которой были даны двоичные изображения 
начального ряда натуральных чисел – и, возможно, это был тот редкий случай в 
истории науки, когда  именно математическое открытие было удостоено такой 
высокой почести.  

Лейбниц, однако, не рекомендовал двоичную нумерацию для практических 
вычислений вместо десятичной системы, но подчеркивал, что «вычисление с 
помощью двоек, то есть 0 и 1, в вознаграждение его длиннот, является для науки 
основным и порождает новые открытия, которые оказываются полезными 
впоследствии, даже в практике чисел, а особенно в геометрии: причиной чего 
служит то обстоятельство, что при сведении чисел к простейшим началам, 
каковы 0 и 1, всюду выявляется чудесный порядок». 



Таким образом, как подчеркивают многие выдающиеся математики, 
открытие вавилонянами позиционного принципа, а затем индусами 
десятичной системы счисления,  основанной на позиционном принципе, а 
также разработка Лейбницем двоичной арифметики по праву можно отнести 
к разряду действительно эпохальных математических открытий за всю 
историю ее существования, существенно повлиявших на развитие 
материальной культуры, в частности, на развитие компьютерной техники.  

 
1.4. Принципы Неймана-Лебедева. Рассуждая об истоках современных 
компьютеров, мы всегда вспоминаем о так называемых «Неймановских 
принципах», которые определили развитие компьютерной техники на многие 
десятилетия вперед. Как известно, первой универсальной электронной 
вычислительной машиной считается машина ЭНИАК, созданная в 1945 г. в США. 
Перед конструкторами ЭНИАК возникла задача проанализировать сильные и 
слабые стороны проекта ЭНИАК и дать рекомендации для дальнейшего развития 
электронных компьютеров. Блестящее решение этой задачи было дано в отчете 
Принстонского института перспективных исследований «Предварительное 
обсуждение логического конструирования электронного вычислительного 
устройства» (июнь 1946 г.). Этот отчет, составленный выдающимся американским 
математиком Джоном фон Нейманом и его коллегами по Принстонскому 
институту Г. Голдстейном и А. Берксом, которые участвовали в проекте ЭНИАК, 
представлял собой проект нового электронного компьютера. Основные 
рекомендации, изложенные в отчете, известны в современной информатике под 
названием Неймановских принципов или Неймановской архитектуры; они оказали 
определяющее влияние на развитие современных компьютеров.  

Одним из главных в перечне Неймановских принципов считается 
следующий: машины на электронных элементах должны работать не в 
десятичной, а в двоичной системе счисления. Основными преимуществами 
двоичной системы являются следующие: двухпозиционный характер работы 
электронных элементов, высокая экономичность двоичной системы и простота 
выполнения арифметических операций с двоичными числами.  

К сожалению, этот важнейший принцип – использование двоичной системы 
как основы современных компьютеров – таит в себе одну «ловушку», в которую 
попала вся компьютерная техника и основанная на ней информационная 
технология. Дело в том, что двоичная система обладает «нулевой 
избыточностью». Что это означает и к чему это приводит? Это означает, что в 
классической двоичной системе отсутствует механизм обнаружения ошибок в 
процессоре и компьютере, которые неизбежно (с большей или меньшей 
вероятностью) могут возникнуть под влиянием различных внешних и внутренних 
факторов (прежде всего разнообразных внешних воздействий и помех, 
действующих в шинах питания и каналах связи). То есть никакая ошибка не может 
быть обнаружена в рамках двоичной системы счисления без введения 
дополнительных контрольных средств. Это приводит к тому, что «Неймановские 
машины», основанные на двоичной системе, являются принципиально 
ненадежными. Когда в нашем персональном «Неймановском компьютере» 
возникает сбой, то мы эту проблему решаем очень просто - мы перезагружаем 



компьютер и приводим его таким способом в исправное состояние. Но как быть в 
ситуации, когда процессор и генерируемая им компьютерная программа управляют 
функционированием сложного технологического объекта (без участия человека), 
например, роботом, ракетой, самолетом, атомной станцией и т.д. Это означает, что 
сбой всего лишь одного электронного элемента в процессоре может привести к 
грандиозной технологической катастрофе. Всем хорошо известны катастрофы при 
запуске ракет, которые в результате сбоя компьютерной программы приводили к 
отклонению ракеты от заданного курса и, в коечном итоге, к катастрофе.  

Из этих рассуждений мы приходим к следующему выводу: 
Человечество становится заложником современной компьютерной 

технологии, основанной на «Неймановских принципах». «Неймановские 
компьютеры», использующие двоичную систему, являются принципиально 
ненадежными и не могут эффективно использоваться во многих важных 
приложениях, в частности, для управления сложными технологическими 
объектами, где проблема надежности компьютеров выступает на передний 
план. 

Мне не совсем понятно, почему этот, казалось бы, очевидный факт до сих 
пор не стал предметом серьезного обсуждения всех компьютерных специалистов, 
которые, по-видимому,  давно должны были забить тревогу по поводу «ловушки», 
в которую попали современные компьютерные  технологии, встав на рельсы 
«неймановских принципов».  
 В настоящей статье я хотел бы привлечь внимание к новому направлению в 
теории систем счисления – системам счисления с иррациональными основаниями, 
основанными на «золотой пропорции» и ее обобщении – «золотой р-пропорции», и 
доказать, что именно этим системам счисления суждено сыграть в будущем 
определяющую роль в развитии современной компьютерной  технологии.  Эта идея 
обоснована мною в статье «Тьюринг, филлотаксис, математика гармонии и 
«золотая» информационная технология» [2, 3]. 
 
2. Книга «Коды золотой пропорции»   

 
В 1984 г. изд-во «Радио и связь» опубликовало мою новую книгу "Коды 

золотой пропорции" [4]. Эта книга принесла мне значительно более широкую 
научную известность, чем первая книга "Введение в алгоритмическую теорию 
измерения" [5], опубликованная в 1977 году. Это было связано, прежде всего, с ее 
весьма интригующим названием, которое привлекло к ней внимание значительно 
более широкого круга читателей, по сравнению с тем, для которого она, в 
сущности, была предназначена. Хотя издательство "Радио и связь" установила для 
нее достаточно большой, на первый взгляд, тираж (10 000 экземпляров), но оно 
явно просчиталось, так как книга разошлась с невероятной для технических  книг 
скоростью. По крайней мере, в Москве, Киеве и Виннице через три дня после 
поступления книги в торговую сеть ее уже нельзя было купить в книжных 
магазинах. Книга включена Массачусетским Технологическим Институтом в 
перечень лучших советских книг, написанных на стыке науки и искусства.  
 

 



 
Еще большую популярность в широких кругах научной общественности 

СССР и за рубежом принесла мне научно-популярная статья "Коды Золотой 
Пропорции, или системы счисления для ЭВМ будущего?", которая была 
опубликована журналом "Техника-Молодежи" в июльском номере за 1985 год [6]. 
Моя статья была "гвоздем" этого номера журнала, и обратная обложка этого 
журнала была полностью посвящена моему научному направлению и моей новой 
книге "Коды Золотой Пропорции". 

 

                



Публикации новой книги и статьи в известном научно-техническом журнале 
способствовали популяризации моего научного направления; кроме того, интерес к 
научному направлению заставил меня задуматься над причинами этого интереса и 
я начал углубляться в другие области приложений золотого сечения такие, как 
философия, искусство, методологические проблемы науки. Винница неожиданно 
становится своеобразной "Меккой" для многих "золотоискателей", которые 
пожелали со мной познакомиться лично. Наиболее яркими событиями того 
периода является приезд в Винницу белорусского философа Эдуарда Сороко, 
московского композитора Михаила Марутаева, львовского архитектора Олега 
Боднара, а позже польского журналиста Яна Гржездельского. 

Мне удавалось всякий раз так организовать пребывание этих ученых в 
Виннице, чтобы ознакомить студентов и преподавателей Винницкого политеха с 
исследованиями этих ученых. Всеобщее восхищение вызвали концерты Михаила 
Марутаева, которые сопровождались рассказом о его научных исследованиях в 
области «золотого сечения». В один из его приездов мне удалось организовать 
наше совместное выступление  на Украинском телевидении в научно-популярной 
программе «Грани познания», которую вел на телевидении известный украинский 
философ Мирослав Попович, который позже стал академиком Академии наук 
Украины и директором Института философии АНУ. В один из приездов 
белорусского философа Эдуарда Сороко мне удалось организовать наше 
совместное выступление на научном семинаре Института математики АНУ. 
Именно на этом семинаре я впервые познакомился с выдающимся украинским 
математиком, академиком Юрием Алексеевичем Митропольским, поддержка 
которого позже сыграла большую роль в моей научной карьере. Всегда вспоминаю 
приезд в Винницу польского журналиста и энтузиаста «золотого сечения»  Яна 
Гржездельского. Он познакомился с моими работами по статье, опубликованной  в 
журнале «Техника-молодежи». И у него возникло желание познакомиться со мной 
лично. Я был поражен научной эрудицией Яна Гржездельского. Он знал обо всем в 
любой области науки, искусства и вообще культуры. Позже я узнал, что Ян 
Гржездельский был другом и научным консультантом великого польского 
писателя-фантаста Станислава Лема. Мне удалось организовать выступление Яна 
Гржездельского на философском семинаре Института кибернетики АНУ. Лекция 
Яна и особенно его эрудиция произвели огромное впечатление на украинских 
академиков. Выдающийся украинский ученый академик Александр Иванович 
Кухтенко лично поздравил Яна с блестящей лекцией. К сожалению, Яна 
Гржездельского уже нет в живых. Осталась только память о нем. Я иногда 
просматриваю его удивительную книгу «Энергетично-геометричский код 
Природы» (1986 г.) и моя душа наполняется гордостью, что мне повезло знать и 
общаться с этим выдающимся  исследователем и журналистом.  
 
3. Системы счисления с иррациональными основаниями 
 
3.1. Система Бергмана. В 1957  юный американский математик Джордж Бергман 
сделал важное математическое открытие в области систем счисления. В статье [7], 
он предложил необычный позиционный способ представления чисел:  



,i
i
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A a= Φ∑       (1) 

где А – действительное число, ai – двоичная цифра {0,1} i-го разряда, 

i= 0,±1,±2,±3,…, iΦ - вес  i-го разряда, ( )1 5 2Φ = +  (золотая пропорция) - 

основание системы счисления (1). 
 Заметим, что сокращенное представление суммы (1) имеет, например, вид: 

10010.01101A =      (2) 
Здесь запятая стоит после 0-го разряда. Для примера (2) сумма (1) имеет 
следующий вид: 

4 1 2 3 5A − − −= Φ + Φ + Φ + Φ + Φ     (3) 
 Заметим, что веса разрядов ( )0, 1, 2, 3,...i iΦ = ± ± ±  связаны друг с другом 

следующими изящными соотношениями: 
1 2 1n n n n− − −Φ = Φ + Φ = Φ × Φ .     (4) 

На первый взгляд, кажется, что нет никакого различия между формулой (1), 
задающей систему Бергмана, и формулами для канонических позиционных систем 
счисления, в частности, двоичной системой: 

2i
i

i

A a= ∑ ,      (5)  

где ai – двоичная цифра {0,1} i-го разряда, i= 0,±1,±2,±3,…. 

 Однако, это только на первый взгляд. Принципиальное отличие системы (1) 
от двоичной системы (5) состоит в том, что основанием системы счисления (1) 

является иррациональное число ( )1 5 2Φ = +  (золотая пропорция), то есть то 

число, которое широко использует Природа в своих конструкциях. Бергман назвал 
систему (1) системой счисления с иррациональным основанием.  

 Формула (1) задает принципиально новую систему счисления, которая 
переворачивает наши представления о позиционных системах счисления, более 
того, исторически сложившееся соотношение между рациональными и 
иррациональными числами. До открытия Бергмана считалось, что основанием 
позиционной системы счислеия может быть только целое число (10 – для 
десятичной системы, 2 – для двоичной, 60 – для Вавилонской 60-ричной системы). 
В системе счисления Бергмана (1) основанием системы, то есть, началом 

исчисления является иррациональное число ( )1 5 2Φ = + , с помощью которого 

можно представить все действительные числа, то есть иррациональное число 

( )1 5 2Φ = +  является исходным, первичным числом, с помощью которого можно 

представить все реальные числа,  включая натуральные и рациональные. Именно 
поэтому мы имеем полное право утверждать, что система Бергмана (1) является 
одним из наиболее важных математических открытий в области систем 
счисления после открытия позиционного  принципа представления чисел 
(Вавилон, 2000 г. до н.э.) и десятичной системы (Индия, 5-8 столетие нашей 
эры).  И это утверждение имеет прямое отношение к теории чисел. 
 



3.2. Коды золотой р-пропорции. Зададимся целым неотрицательным числом 0p >  
и рассмотрим бесконечное множество геометрических отрезков, длины которых 
являются степенями золотой р-пропорции pΦ : 

{ } , 0, 1, 2, 3,..i
p pG i= Φ = ± ± ± .     (6) 

Заметим, что степени золотой р-пропорции i
pΦ  связаны между собой 

математическим тождеством: 
1 1 1i i i p i

p p p p p
− − − −Φ = Φ + Φ = Φ × Φ .    (7) 

 Заметим также, что при 0p =  тождество (7) принимает вид следующего 
известного тождества для двоичных чисел: 

1 2 2 22 2 2 2 2n n n n− − − −= + = × ,     (8) 
которое лежит в основе двоичной системы счисления (5). При 1p =  тождество (7) 
принимает вид (4).  
 Используя множество (6), можно «сконструировать»  следующий способ 
позиционного представления чисел: 

i
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A a= Φ∑ ,      (9) 

где ai∈{0, 1} – двоичная цифра i-го разряда системы счисления (9),  i = 0, ±1, ±2, 
±3, … , pΦ  - основание системы счисления (9). 

Заметим, что  выражение (9) было введено мною в 1980 г. [8] и названо 
кодом золотой р-пропорции. Теория кодов золотой р-пропорции изложена в книге 
[4]. 
 Выражение (9) «генерирует» бесконечное количество новых позиционных 
систем счисления, так как каждому р (р=0, 1, 2, 3, …) соответствует своя система 
счисления типа (9). Заметим, что при р=0 основание 0 2pΦ = Φ =  и система 

счисления (9) сводится к классической двоичной системе (5).  
Для случая р=1 основанием системы счисления (9) является классическая 

золотая пропорция ( )1 5 2Φ = +  и система (9) сводится к системе Бергмана (1). 

Таким образом, мы можем рассматривать позиционный способ представления 
чисел, задаваемый (9), как весьма широкое обобщение двоичной системы (5) и 
системы Бергмана (1).  

Заметим, что при 0p >  все основания pΦ  системы (9) являются 

иррациональными числами. Это означает, что система (9) задает новый, более 
широкий класс систем счисления с иррациональными основаниями. Единственным 
исключением является случай 0p = , при котором система (9) сводится к двоичной 
системе (5) – основы современной информационной технологии.   

Таким образом, исследования Джорджа Бергмана [7] и Алексея Стахова 
[6, 8]  привели к открытию нового класса позиционных систем счисления, которые 
могут стать основой новой информационной технологии – «Золотой» 
Информационной Технологии.   

И еще одно замечание, касающееся кодов золотой р-пропорции (9). 
Некоторые современные «исследователи» выражают сомнения по поводу роли 
золотых р-пропорций в развитии современной науки. Формула (9), основанная 



на «золотых р-пропорциях», полностью опровергает эти сомнения. Формула 
(9), задающая коды золотой р-пропорции, является таким же значительным 
математическим открытием, как и формула Бергмана (1), а также формула 
(5), определившая развитие современных  компьютерных технологий!    
 

3.3. Коды золотой р-пропорции как новые (конструктивные) представления  
действительных чисел. Хотя статья Бергмана [7] содержит результат 
фундаментального характера для теории чисел, она не была замечена в тот период 
ни математиками, ни инженерами. Сам Бергман тоже до конца не понял значение 
своего открытия для развития математики и информатики. В заключение статьи [7] 
Бергман написал: “ Я не знаю никакого полезного приложения данной системы, 
кроме умственного  упражнения и приятного времяпровождения, хотя она 
может быть полезной для алгебраической теории чисел».  

Рассмотрим выражения (1) и (9) с теоретико-числовой точки зрения. Прежде 
всего, заметим, что выражения (1) и (9) можно рассматривать как новые 
(конструктивные) определения действительных чисел. Ясно, что сумма (9) задает 
бесконечное число таких представлений, так как каждому целому 0p ≥  
соответствует свое собственное представление типа (9). Для каждого 0p ≥  
представление (9) разделяет все действительные числа на две группы, 
конструктивные числа, которые могут быть представлены в виде конечной суммы 
степеней золотой р-пропорции в виде (9), и неконструктивные числа, которые не 
могут быть представлены в виде конечной суммы (9). Хочу сразу же заметить, что 
такое разделение чисел на два непересекающихся подмножества (конструктивные 
и неконструктивные) радикальным образом отличается от принятого в 
современной теории чисел их разделения на рациональные и иррациональные. В 
этом легко убедиться, если рассмотреть представления степеней золотой р-
пропорции ( )0, 1, 2, 3,...i

p iΦ = ± ± ±  в «коде золотой р-пропорции» (9). Действительно,  

все степени золотой р-пропорции типа ( )0, 1, 2, 3,...i
p iΦ = ± ± ±  могут быть 

«конструктивно» представлены в виде (9) и (2), например, следующим образом:  
1 2 3 4

1 2 3 4

10; 100; 1000; 10000;

0.1; 0.01; 0.001; 0.0001.

p p p p

p p p p
− − − −

Φ = Φ = Φ = Φ =

Φ = Φ = Φ = Φ =
 

Это означает, что все иррациональные числа типа ( )0, 1, 2, 3,...i
p iΦ = ± ± ±  (степени 

золотой р-пропорции) являются конструктивными числами в рамках определения 
(9). Из определения (9) также вытекает, что все действительные числа, являющиеся 
суммами степеней золотой р-пропорции, также являются конструктивными 
числами в смысле (9).  Например, действительное число 2 1 3

p p pA − −= Φ + Φ + Φ  в 

соответствии с (9) может быть представлено в виде следующей кодовой 
комбинации, имеющей конечное число битов:  

 А = 100.101. 
 Заметим, что возможность представления некоторых иррациональных чисел 
(степеней золотой р-пропорции и их сумм) в виде конечной совокупности «битов» 
является первым необычным свойством введенных выше позиционных 



представлений (9), потому что в традиционных системах счисления, в частности, 
двоичной, такое представление является принципиально невозможным. 
 
3.4. Свертки и развертки «золотых» двоичных разрядов. Веса разрядов системы 
Бергмана (1) и кодов золотой р-пропорции (9) связаны между собой 
рекуррентными соотношениями (2) или (7). Эти рекуррентные соотношения лежат 
в основе микроопераций свертки и развертки, которые могут выполняться над 
«золотыми» двоичными представлениями типа (2). Операция свертки выполняется 
над группой из трех «золотых» соседних разрядов 1 2 011i i ia a a− − = . Свертка состоит 

в замене тройки «золотых» соседних разрядов своими отрицаниями, то есть,  
[ ]011 100→      (10) 

Операция развертки выполняется над группой «золотых» разрядов 1 2 100i i ia a a− − =  и 

состоит в замене тройки «золотых» разрядов своими отрицаниями, то есть,  
[ ]100 011→ .     (11) 

 Основное свойство этих операций состоит в том, что их выполнение в 
«золотой» кодовой комбинации не приводит к изменению числа, представляемого 
этой кодовой комбинации в виде суммы (1). Если в «золотой» кодовой комбинации 
типа (2) выполнить все возможные свертки типа (10), то мы придем к «золотой» 
кодовой комбинации, в которой двух единиц рядом не встречается. Например,  

0 01111 0.11 011 010 0111.00100 0101001.00100= = .  (12) 

Здесь в прямоугольники типа 011  заключены все тройки «золотых» разрядов, над 
которыми выполняются «свертки» на каждом этапе преобразования (12). «Золотая» 
кодовая комбинация, в которой невозможно выполнить ни одной свертки, 
называется минимальной формой.  

 Если же в некоторой «золотой» кодовой комбинации выполнить все 
возможные развертки типа (11),  то мы придем к  «золотой» кодовой комбинации, 
в которой двух нулей рядом, начиная со старшей значащей цифры, не встречается. 
Например,  

0 100 00. 100 1100 001100 .0111011 001011.0111011= = . (13) 

Здесь в прямоугольники типа 100  заключены все тройки «золотых» разрядов, над 
которыми выполняются «развертки» на каждом этапе преобразования (13). 
«Золотая» кодовая комбинация, в которой невозможно выполнить ни одной 
развертки, называется максимальной или развернутой  формой.  

 Таким образом, основным свойством «золотых» двоичных 
представлений является свойство множественности представления одного и 
того же числа. Все эти представления могут быть получены с помощью 
микроопераций свертки и развертки. Каждое число имеет два крайних 
представления – минимальная и максимальная формы, которые легко 
контролируются. Эти идеи и лежат в основе построения 
самоконтролирующихся «золотых» процессоров и компьютеров, которые 



отличаются от классических «неймановских» компьютеров возможностью 
контролировать все преобразования информации в компьютере.  

3.5. «Золотые» представления натуральных чисел. Применим микрооперации 
свертки и развертки для представления натуральных чисел в системе Бергмана (1). 
Для этого представим вначале число 1 в системе Бергмана (1): 

01 1.00= Φ = .     (14) 
Заметим, что в представлении (14) точка разделяет 0-й и (-1)-й разряды.  

Применяя развертку к кодовому изображению (14), получим следующее 
изображение числа 1: 

 01 0.11= Φ = .     (15) 
Добавляя 1 в 0-й разряд кодового изображения (15), получим кодовое изображение 
числа 2: 

2 1.11= .     (16) 
Применяя к кодовому изображению (16) свертку, получим новое изображение 
числа 2 (в минимальной форме): 

2 10.01= .     (17) 
Добавляя 1 в 0-й разряд (118) и выполняя затем свертку, получим кодовое 
изображение числа 3 (в минимальной форме): 

3 11.01 100.01= = .     (18) 
 Продолжая этот процесс до бесконечности, мы приходим к неожиданному 
заключению, что сумма 
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N a= Φ∑      (19) 

для любого натурального числа N состоит из конечного числа членов, то есть, 
любое натуральное число является конструктивным числом в системе (19), то есть, 
его кодовое изображение состоит из конечного числа битов. В дальнейшем сумму 
(19) будем называть Φ -кодом натурального числа N.  
 Доказано [5], что это утверждение справедливо для всех кодов золотой р-
пропорции (9).  
 Вдумаемся в этот результат. Далеко не очевидно, что любое натуральное 
число N в системе Бергмана (1) и вообще в любом коде золотой р-пропорции (9) 
всегда представляется в виде конечной суммы степеней золотой пропорции 

( 0, 1, 2, 3,...)i iΦ = ± ± ± или степеней   золотой р-пропорции ( 0, 1, 2, 3,...)i

p iΦ = ± ± ± . 

Ведь речь идет об общем результате, касающемся всех, без исключения,  
натуральных чисел! Я уверен, что пифагорейцы  очень бы удивились этому 
результату, если бы знали о нем. И поскольку любое натуральное число может 
быть абсолютно точно выражено через золотую пропорцию, которую 
пифагорейцы боготворили, то они, несомненно, заменили свой тезис «Все есть 
число» на другой тезис «Все есть золотая пропорция»!  
 
3.6. Z- и D-свойствах натуральных чисел. Но восторгу пифагорейцев не было бы 
предела, если бы они узнали еще об одном удивительном свойстве системы 
Бергмана (1) и кодов золотой р-пропорции. Речь идет о так называемых Z- и D-
свойствах натуральных чисел, доказанных в [9].  



Рассмотрим Φ -код натурального числа N, задаваемый суммой (19). В 
«теории чисел Фибоначчи» [10] известна следующая формула, связывающая 
степени золотой пропорции с числами Фибоначчи и Люка 

( )и 0, 1, 2, 3,...i iL F i = ± ± ± : 

5

2

i i iL F+
Φ = .     (20) 

 Если в выражении (19) вместо iΦ  подставить его выражение, задаваемое  
(20), то после несложных преобразований сумму (19) можно записать в виде:  

2 5N A B= + ,     (21) 
где  

i i

i

A a L=∑        (22) 

.i i

i

B a F=∑        (23) 

Исследуем «странное» выражение (21). «Странность» этого выражения 
состоит в том, что число 2N , стоящее слева в (21), для любого натурального N 
является четным числом. С другой стороны, правая часть выражения (21) является 
суммой числа А, задаваемого (22), и произведения числа В, задаваемого (23), на 
иррациональное число 5 . Но в соответствии с (22) и (23) числа А и В всегда 
являются целыми, поскольку числа Фибоначчи и Люка, входящие в суммы (22), 
(23), всегда являются целыми числами. Чтобы тождество (21) было справедливо 
для любого натурального N, мы должны потребовать выполнения двух условий:   

0i i

i

B a F= =∑      (24) 

2 .i i

i

A a L N= =∑     (25) 

Сравним теперь суммы (23) и (19). Так как двоичные цифры ai в этих 
суммах совпадают, то отсюда вытекает, что сумма (23) может быть получена из 
суммы (19), если в последней произвести простую подстановку: i

iF → Φ , для всех 

{ }0, 1, 2, 3,...i ∈ ± ± ± . Но согласно (24) сумма, полученная в результате такой 

подстановки, тождественно равна 0 независимо от исходного натурального числа 
N.  

В результате этих рассуждений мы доказали следующую теорему, 
имеющую отношение ко всем, без исключения, натуральным числам.   

Теорема 1 (Z-свойство натуральных чисел). Если представить 
произвольное натуральное число N в системе Бергмана (19) и затем произвести 
подстановку типа i

iF → Φ , для всех { }0, 1, 2, 3,...i ∈ ± ± ± , то возникающая при этом 

сумма тождественно равна 0 независимо от исходного натурального числа N, то 
есть, имеет место тождество (24).  

 Тождество (25) приводит нас к еще одной теореме [9].  

Теорема 2 (D-свойство натуральных чисел). Если представить 
произвольное натуральное число N в систем Бергмана (19) и затем произвести 



подстановку типа i
iL → Φ , для всех { }0, 1, 2, 3,...i ∈ ± ± ± , то возникающая при этом 

сумма независимо от исходного натурального числа N равна удвоенному 
натуральному числу N, то есть, имеет место тождество (25).  

Заметим, что Теоремы 1 и 2 справедливы для всех, без исключения, 
натуральных чисел, то есть они выражают некоторые общие свойства 
натуральных чисел. Таким образом, спустя два с половиной тысячелетия с 
момента начала теоретического изучения натуральных чисел были  
обнаружены их новые свойства [9]. И этими математическими открытиями 
мы обязаны  системе Бергмана (1), открытой в 1957 г.! 

В качестве примера рассмотрим «золотое» представление десятичного числа 
10 в системе Бергмана: 

10=10100.0101.      (26) 
Для Φ -кода  (19) «золотое» двоичное представление (26) имеет следующую 
алгебраическую интерпретацию: 

4 2 2 410 − −= Φ + Φ + Φ + Φ .     (27) 
Если теперь степени золотой пропорции в (27) заменить соответствующими 
числами Фибоначчи, то сумма  

4 2 2 4 0F F F F− −+ + + = , 

если  учесть следующие соотношения, связывающие числа Фибоначчи: 

2 2 4 4;F F F F− −= − = − . 
И это правило в силу Теоремы 1 справедливо для любого натурального 

числа N. С моей точки зрения, эти математические результаты являются началом 
«золотой» теории чисел, основы которой изложены в [9].  

Но существует очень важное практическое применение Z-свойства, 
задаваемого Теоремой 1. Мы знаем, что программы кодируются в компьютере как 
последовательности двоичных кодов, представляющих собой натуральные числа. 
Если для такого кодирования использовать Φ -код (1), то  Z-свойство дает нам 
уникальную возможность контролировать все коды любой компьютерной 
программы, что существенно повышает надежность обработки информации в 
компьютере!   
 Чтобы не утомлять читателя, я не буду описывать «золотую» арифметику, 
которая может стать основой для создания «золотых» компьютеров, «золотые» 
резистивные делители, «золотые» аналого-цифровые и цифроаналоговые 
преобразователи. Все это достаточно подробно описано в моей статье [2, 3].  Не 
буду подробно останавливаться и на еще одной компьютерной арифметике – 
«золотой» троичной зеркально-симметричной арифметике, описанной в моей 
статье [11]. Замечу только, что эта статья вызвала восторг у выдающегося 
американского ученого Дана Кнута, автора всемирно известной книги «Искусство 
программирования».  
 
Выводы 
 
Исходя из вышеизложенного, а также основываясь на публикации Джорджа 
Бергмана [7], на своих публикациях на эту тему [2-6, 8, 9, 11] и на моем 40-летнем 
опыте исследований в этой области, я хотел бы сделать следующие выводы, 



касающиеся роли систем счисления с иррациональными основаниями (системы 
Бергмана и кодов золотой р-пропорции) в развитии теории систем счисления, 
теории компьютеров и «современной теории чисел Фибоначчи»:  
 

1. Системы счисления с иррациональными основаниями (система 
Бергмана и коды золотой р-пропорции) являются фундаментальными 
результатами в области систем счисления, которые по своей 
значимости могут сравниться с открытием вавилонянами позиционного 
принципа представления чисел, а также с открытием десятичной и 
двоичной систем счисления. Системы счисления с иррациональными 
основаниями переворачивают наши представления о позиционных системах 
счисления, более того, исторически сложившееся соотношение между 
рациональными и иррациональными числами. До открытия этих систем 
считалось, что основанием позиционной системы счисления могут быть 
только целые числа (10 – для десятичной системы, 2 – для двоичной, 60 – 
для Вавилонской 60-ричной системы). В системах счисления с 
иррациональными основаниями основанием счисления являются некоторые 
иррациональные числа («золотая пропорция» и «золотые р-пропорции), то 
есть, эти числа начинают играть роль «главных чисел», на основе которых 
может быть построена вся математика и все численные алгоритмы.  

2. Системы счисления с иррациональными основаниями можно 
рассматривать как новое («золотое») определение действительного 
числа. И в таком качестве они дают начало новой («золотой») теории чисел 
подобно тому как «Евклидово определение» натурального числа 

( )1 1 1 ... 1 разN N= + + + + лежит в основе классической теории чисел. И этот 

вывод подтверждается новыми и весьма необычными свойствами 
натуральных чисел (Z- и D-свойства), полученных в рамках новой теории 
чисел [9]. 

3. Системы счисления с иррациональными основаниями лежат в основе 
«золотой» двоичной арифметики и «золотой» троичной зеркально-
симметричной арифметики, которые могут стать основой новых 
(«золотых») компьютеров высокой информационной надежности и 
новых («золотых») средств измерительной техники, нечувствительных 
к старению и изменениям  температуры. Все это может привести к 
революционным преобразованиям в информационных технологиях и 
созданию «Золотой» Информационной Технологии [2, 3], которая может 
стать основой прорывных информационных технологий 21-го века [12]. 

4. Системы счисления с иррациональными основаниями являются 
важнейшим теоретическим результатом «современной теории чисел 
Фибоначчи» («Математики Гармонии») и нацеливают эту теорию на 
решение важнейшей практической задачи – создание новых 
информационных технологий.  
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