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Математика есть способ назы-
вать разные вещи одним именем. 

А. Пуанкаре 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 
  На суд читателя выносится своеобразная и в достаточной степени простая 

обобщающая математическая теория алгебраических аналогий с тригонометри-
ческими функциями, где неожиданно находит свое место и вездесущая «золо-
тая» пропорция («золотое» сечение), тысячелетиями увязываемая с эстетиче-
ским критерием красоты, надежностью, простотой и гармоничностью соотно-
шения частей в едином (целом). Но ведь и математики довольно часто исполь-
зуют эстетический критерий оценки математических результатов, о чем замеча-
тельный польский математик Гуго Штейнгауз пишет: «Это красивая теория» - 
говорят они». Однако красиво то, что понятно. Изящный результат должен быть 
достаточно общим, чтобы его можно было применить к известным, а не специ-
ально придуманным примерам, и в то же время не столь общим, чтобы стать 
тривиальным. Именно таким качеством – соразмерностью общности и не три-
виальности – обладают естественные, то есть продиктованные самой природой 
теории» [1]. 

 Обладая возможностью качественного описания основных процессов и 
функциональных зависимостей для объектов исследования из областей культу-
ры, экономики, логистики и построения телекоммуникационных систем, оказы-
вается, что не всегда известные их концептуальные модели  возможно               
инженерами–исследователями адекватно увязать с  математическими моделями. 
Причина  в том, что эти модели приобретают довольно сложную форму, трудно 
сопрягаются между собой из-за различий в описании разнородных  физических 
процессов или не могут быть получены вообще из-за слабой структурированно-
сти. Следовательно, возникает необходимость поиска возможностей не только 
для унификации элементарной математики, но и одновременного отыскания 
наличия скрытых математических форм в их единстве и с учетом взаимосвязей 
индивидуальных оттенков,  при моделировании конкретных физических про-
цессов и систем в инженерно-исследовательской деятельности (ИИД). 

 В первом разделе книги, в результате анализа основ построения современной 
тригонометрии, дополнительного учета в теореме Виета одного из важных ма-
тематических свойств и тригонометрического представления для средних двух 
положительных чисел, закладываются основы унификации элементарной мате-
матики для инженеров-исследователей. После доказательство наличия взаим-
ных переходов между квадратными уравнениями и тригонометрическими 
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функциями закладываются основы унификации математических моделей (ММ)               
для кривых второго порядка, а так же рассматривается возможность и целесо-
образность увеличения числа средних величин для ИИД.                                                        

 Во втором разделе продолжена унификация элементарной математики, но 
только  с акцентом внимания на исследование места и роли в современной ма-
тематике наиболее часто встречаемых ММ при анализе и синтезе различного 
рода процессов и систем в природе, которые принято называть «золотым» сече-
нием («золотой» пропорцией) и последовательностью Фибоначчи. 

 Оказывается, что в результате уточнения и унификации ММ в теориях ли-
нейных электрических цепей (ЛЭЦ),  нелинейной фильтрации и электросвязи,  
прикладная «золотая» математика позволяет анализировать и синтезировать 
элементы телекоммуникационных сетей (ТКС) с учетом, соответственно, одно-
родности сред и различий между видами модуляции, что подтверждается в по-
лученных автором следующих частных научных результатах: 

  унификация ММ для различных видов модуляции [2,3,4,5]; 
моделирование линий с распределенными параметрами [6,7]; 
моделирование переходных и импульсных характеристик бинарных после-

довательных электрических цепей [6]; 
моделирование изменения тока и собственных частот двухконтурных элек-

трических цепей [2]; 
построение переходной характеристики двухзвенной цепочки Вина; 
моделирование многозвенных LC - фильтров [2,6]; 
построение двухзвенных фильтров верхних и нижних частот (ФВЧ и ФНЧ), 

исследование взаимосвязей в сложных фильтрах   m-типа и при параллельной 
работе ФВЧ и ФНЧ с икс-образными окончаниями [2]; 

моделирование условий для обеспечения наибольшего постоянства наклона 
фазовой характеристики в искусственной линии [8]; 

моделирование активных фильтров и транзисторных усилителей [2]; 
построение эталонных  резонансных характеристик для электрических коле-

бательных систем [9]; 
уточнение «абсолютных» уровней в электросвязи [4,5,6,10,11,12]; 
разработка обобщенного метода реализации МОП-конденсаторов на основе 

последовательностей Фибоначчи [13]; 
моделирование условий наилучшего согласования кабельной вставки в воз-

душной линии связи [13]; 
      определение предельной границы уменьшения коэффициента бегущей вол-
ны антенны [14];  

построение резонансных согласующих цепей с повышенной структурной 
надежностью [15,16,17] и в других случаях. 

Приведенные выше научные результаты подтверждают научно-
практическую значимость прикладной «золотой»  математики и унификации 
элементарной математики для повышения эффективности ИИД [2,4,18,…,21]. 
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Один из самых приятных моментов в 
истории математики – это момент, ко-
гда выясняется, что два раздела мате-
матики, которые ранее рассматривались 
отдельно и считались несвязанными, в 
действительности являются двумя 
скрытыми формами одного и того же. 

У.У. Сойер 

 

1. Основы унификации элементарной математики  
для инженеров-исследователей  

 
1.1. Анализ основ построения современной тригонометрии 

 
 С понятием тригонометрии и тригонометрических функций (ТФ) читатель 

чаще всего знакомится в средней школе, а затем, в той или иной мере, ему при-
ходится углублять эти знания в процессе повышения своего общеобразователь-
ного уровня при решении ряда теоретических или практических задач. 

 Представляя раздел математики, изучающей соотношения между сторонами 
и углами треугольника, а также свойства ТФ и связь между ними, тригономет-
рия оказалась востребованной во всех областях науки и техники из-за возмож-
ности описания с ее помощью разнородных физических процессов и структур-
ных свойств элементов систем.  

 В переводе с греческого «тригонометрия» – это «измерение треугольников». 
Иногда задачи по измерению треугольников называют задачами решения тре-
угольников. 

 Не смотря на кажущуюся простоту изложения тригонометрии в средней 
школе (через отношения катетов и гипотенузы), эффективность усвоения уче-
никами этого курса оказывается низкой, что подтверждается в ходе решения 
практических задач из области электросвязи студентами и слушателями высших 
учебных заведений. Но ведь при поступлении в технические высшие учебные 
заведения сдаются экзамены по математике, тогда представьте себе о средне-
статистических знаниях по тригонометрии студентами института с гуманитар-
ным направлением подготовки специалистов. 

 В чем же причина такой низкой усвояемости курса тригонометрии?  

 Нет сомнения в вине, как принято говорить, «семьи и школы», однако давай-
те прислушаемся к мнению польского математика Г. Штейнгауза, который еще 
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в середине прошлого века заметил закономерность природной «избирательно-
сти» восприятия человеческого разума, о чем с неким сарказмом говорит: «Сре-
ди наших современников есть люди, чьи познания в математики относятся к 
эпохе более древней, чем египетские пирамиды, и они составляют значительное 
большинство. Математические познания незначительной части людей дошли до 
эпохи средних веков, а уровня математики XVIII века не достигает и один чело-
век на тысячу … Но расстояние между теми, кто идет в авангарде, и необрази-
мой массой путников все возрастает, процессия растягивается и идущие впере-
ди отдаляются все более и более …» [1]. 

 По всей видимости, нельзя окончательно смириться с приговором Г. Штейн-
гауза, а необходимо искать выходы из создавшегося кризисного положения, тем 
более, как будет продемонстрировано в этой работе, действующая тригономет-
рия имеет непосредственную связь с квадратными уравнениями,  средними зна-
чениями двух положительных чисел, возвратными (рекуррентными) последова-
тельностями и «золотым» сечением («золотой» пропорцией), что позволяет 
унифицировать несколько разделов элементарной математики, сделать ее более 
интересной и проще для усвоения не только инженерами-исследователями, но и 
людьми с гуманитарным складом ума. 

 Изначально, в основу построения плоской тригонометрии были положены 
ТФ острого положительного угла α = ∠ BOC (0<α<90о), находящегося в четвер-
ти круга BOK радиуса R=OB=OC=OK, то есть в первом квадранте декартовой 
системы координат (рис. 1.1). 

 Функциональную зависимость y = f  (x)  , где аргумент x (независимая пере-
менная) есть прилежащий к α  катет k1 = x  и функция y (зависимая переменная) 
есть противолежащий к α катет k2 = y вписанного в четверть круга BOK тре-
угольника DOC, принято выражать через множество ТФ, определения, которых,  
чаще всего даются двумя основными способами. Первый способ выражения ТФ 
строится на основе отношения сторон треугольника DOC, где z – его гипотену-

за, а второй способ – на основе подвижного радиус-вектора r =OC . Например, 
в соответствии с первым способом, синус острого угла α – есть отношение ка-
тета k2, противолежащего углу α , к гипотенузе z, то есть 

    
z
k 2sin =α  .                                                                (1.1) 
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Рис. 1.1 

 Второй способ определения синуса острого угла α выражается через отноше-
ние ординаты y конца подвижного радиуса-вектора r, который образует угол α с 
осью абсцисс, к длине этого радиус-вектора, то есть 

r
y

=αsin  .                                                                        (1.2) 

 Не менее интересный способ определения ТФ, но реже используемый на 
практике из-за неудобства геометрического представления в реальном масштабе 
при α →0о, базируется на так называемых «тригонометрических линиях острого 
угла» (рис.1.2). Например, перпендикуляр CD, опущенный из точки C  на  OB, 
называется линией синуса, а отношение  CD к радиусу R полуокружности BOK 
называется синусом данного угла α, то есть  

R
CD

=αsin .                                                   (1.3) 

 По аналогии с приведенными выше определениями синуса угла α формули-
руются определения для всех других ТФ, после чего не трудно записать эти оп-
ределения в следующем обобщенном виде: 

 а) для синуса острого угла α           

R
CD

r
y

z
k

===
2

sinα ;                                                                                   (1.4)                

10



 б) для косинуса острого угла α 

R
OD

r
x

z
k

===
1

cosα ;                                                             (1.5) 

 в) для тангенса острого угла α 

α
αα

cos
sintg

1

2
====

R
BL

x
y

k
k

;                                  (1.6) 

 г) для котангенса острого угла α 

α
αα

sin
cosctg

2

1
====

R
KM

y
x

k
k

;                                  (1.7) 

 д) для секанса острого угла α 

α
α

cos
1

sec
2

=====
R

OL
OD
R

x
r

k
z

;                                              (1.8) 

 е) для косеканса острого угла α 

α
α

sin
1cosec

2

=====
R

OM
CD
R

y
r

k
z

.                                 (1.9) 

 Из формул (1.4), …, (1.9) видно, что к числу базовых ТФ можно отнести 
только две (sin α и cos α), то есть выражения (1.4) и (1.5), а все остальные функ-
ции (1.6), … ,(1.9) выводятся из базовых. Следовательно, острие исследователь-
ской работы целесообразно направить на ТФ (1.4) и (1.5), которые не зависят от 
значения (длины) R = r = z и могут быть приведены к математическим аналогам 
записи физического закона рычага Архимеда, так как 

αα cossin yx = .                                                    (1.10) 
 Возможность описания взаимосвязи базовых ТФ по аналогии с законом ры-

чага Архимеда приводит к мысли о возможности создания более уточненной 
тригонометрии на основе использования среднего пропорционального двух по-
ложительных чисел (отрезков прямой линии) a1 и a2, равному квадратному кор-
ню из произведения этих чисел [22], то есть среднему геометрическому         
(рис. 1.3): 

2120 aaykCDS ==== .                                 (1.11) 
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Рис. 1.2 
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Рис. 1. 3 

 На рис. 1.3 видно, что сумма отрезков a1 и a2 равна диаметру круга, то есть 
2122 aarRd +=== ,                                              (1.12) 

откуда следует 

12
21 SaaOCzrR =

+
==== ,                                   (1.13) 

где 1S  – среднее арифметическое двух положительных чисел. 
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 Выразив k2=y и z=r=R, соответственно, через средние геометрическое и 
арифметическое, осталось определиться с k1=x в треугольнике DOC, которое 
соответствует среднему разностному двух чисел [2,23] (полуразности двух чи-
сел [24]): 

2
21

1
aaODxkSp

−
==== .                                              (1.14) 

 Применение формул (1.13) и (1.14) в ходе моделирования ряда физических 
процессов позволит наиболее адекватно отражать законы их протекания. На-
пример, изменение по разрывному закону силы натяжения струны, несущей 
посередине точечную массу, моделируется как pSS ±1 , где  – сила постоян-

ного натяжения струны и  – сила отклонения натяжения струны относитель-
но постоянного значения. Как будет показано дальше, подобного типа модели 
имеют аналоги в виде квадратных уравнений. 

1S

pS

 

1.2. Тригонометрическое представление 
средних двух положительных чисел 

 
 Введение понятия «среднее разностное», которое достаточно чувствительно 

к отражению соразмерности двух положительных чисел, представляемых в виде 
двух отрезков, позволяет еще на этапе уточнения исходных данных (соразмер-
ности отрезков  и ) примерно оценить размерность угла α и выражать ТФ 

острого угла α через среднее арифметическое , среднее геометрическое  и 

среднее разностное . 

1a 2a

1S 0S

pS
 Взяв вместо гипотенузы  , а вместо катетов  и , по аналогии с из-

вестным подходом к определению ТФ острого угла введем альтернативные, для 
этих углов (рис. 1.3), определения. 

1S 0S pS

 Синусом острого угла α называется отношение среднего геометрического  

к среднему арифметическому : 
0S

1S

 .
2

sin
21

21
10 aa

aa
SS

+
==α                                                            (1.15) 

 Косинусом острого угла α называется отношение среднего разностного  к 

среднему арифметическому : 
pS

1S
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 .cos
21

21
1 aa

aaSS p +
−

==α                                                              (1.16) 

 Тангенсом острого угла α называется отношение среднего геометрического 
 к среднему разностному : 0S pS

 .
2

tg
21

21
0 aa

aa
SS p −

==α                                               (1.17) 

 Котангенсом острого угла α называется отношение среднего разностного  

к среднему геометрическому : 
pS

0S

 .
2

ctg
21

21
0 aa

aa
SS p

−
==α                                                            (1.18) 

 Секансом острого угла α называется отношение среднего арифметического 

1S  к среднему разностному : pS

21

21

2

1
sec

aa
aa

S
S

−
+

==α .                                  (1.19) 

 Косекансом острого угла α называется отношение среднего арифметического  
 к среднему геометрическому : 1S 0S

21

21

0

1

2
cosec

aa
aa

S
S +

==α .                                 (1.20) 

 Подобным образом не составляет труда в выражении через средние значения 
двух чисел всех тригонометрических формул для одного и того же аргумента, 
двойных углов, а также понижения степени и сложения аргументов, что позво-
ляет упрощать ряд преобразований за счет использования формул сокращенно-
го умножения. Так, например, формулы двойных углов α2sin  и α2cos  через 
средние двух чисел выражаются следующим образом: 

 

;)/()(4
4

)(
2
)(2

/2

2cossin22sin

2
212121

2
2121212

10

11

0

аааааа

аааааа
SSS

S
S

S
S

p

p

+−⋅=

=
+⋅−

==

=⋅⋅=⋅⋅= ααα

 

 
(1.21) 
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.
)(
4)(

)(
4

)(
)(

sincos2cos

2
21

21
2

21
2

21

21
2

21

2
21

2
1

2
0

2

2
1

2
0

2
1

2
22

аа
аааа

аа
аа

аа
аа

S
SS

S
S

S
S pp

+
−−

=
+

−
+
−

=

=
−

=−=−= ααα
 

Для доказательства справедливости формул понижения степени используем 
выражение (1.22). Тогда 

 
(1.22) 

 ;sin
2

)(
4

2
2cos1 2

2

21

21
2

21

21 αα
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=

+
=

−
аа
аа

аа
аа

                                     (1.23) 

 ,cos
)(
)(

2
2cos1 2

2

21

21
2

21

2
21 αα

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

=
+
−

=
+

аа
аа

аа
аа

                                   (1.24) 

что и требовалось доказать. 
 Для доказательства научно-практической значимости для инженеров-

исследователей полученных тригонометрических представлений средних двух 
положительных чисел воспользуемся одним из приведенных выше выражений. 

Например, если формулу (1.17) записать, как )/1(
)/(2tg

12

2/1
12

aa
aa

−=α , а 

затем эту же формулу записать, как , то становится оче-
видной функциональная зависимость в двухпроводной линии между системами 
с сосредоточенными элементами (так как ) и распределенными 
постоянными (так как 

2/1
12 )/()2/(tg aa=α

2/1
12 )/( aax =

)2/(tg α=x , где α – волновая длина линии). В под-
тверждение этого умозаключения на основе формулы )2/(tg α=x  в работе 
[25]     Б.А. Лапшин приводит новую теорию и методы синтеза фильтров и 
трансформаторов на соразмерных отрезках передающих линий с               
использованием LC - моделей (фазоконтурных моделей), что подтверждает тео-
ретическую и практическую значимость подобных представлений средних двух 
положительных чисел в тригонометрическом виде.    

 
1.3. Систематизация представления средних двух положительных 

чисел в алгебраическом и геометрическом видах   
 
 Наиболее часто в повседневной деятельности при решении различного рода 

задач мы встречаемся со средним арифметическим  и средним геометриче-

ским , затем следует среднее гармоническое , и среднее квадратичное 
1S

0S 1−S
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2S . Все приведенные средние числа, за исключением 0S , являются частными 
случаями средних степенных Sj, при j = –1, 1 и 2, так как если  поочередно под-
ставляя эти j в выражение [22] 

 
j

i

j
ij aS

1
2

1

2⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

,                                              (1.25) 

то получим соответствующие законы средних чисел: 

     
2

и
2

,2 2
2

2
1

2
21

1
21

21
1

aaSaaS
aa
aaS +

=
+

=
+

=− . 

 Исключение составляет j = 0, т.к. в этом случае формула (1.25) дает неопре-
деленность, которая раскрывается по правилу Лапиталя и приводит к среднему 
геометрическому 210 aaS ⋅= . 

 Основное свойство  заключается в том, что оно относительно j является 
монотонной функцией и образует неравенство [23]: 

jS

     ( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
=≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=≤⋅=≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=− 22
2 2

2
2
1

2
21

1210
21

21
1

aa
S

aa
SaaS

aa
aa

S
.                (1.26) 

 Если с помощью  получают сводные статистические характеристики для 

анализа массовых закономерностей в конкретном процессе, то  широко при-
меняется при вычислении средних темпов изменения процесса. В свою очередь, 

 позволяет получить обобщающую статистическую характеристику сово-
купности значений, которые находятся в обратно пропорциональной зависимо-
сти от суммируемых составляющих процесса [24]. 

1S

0S

1−S

 К  и  мы приучены со школьной скамьи, а что касается  и , то о 
них узнаем немного позже в рамках более конкретных узких специализаций. 
Так, например, цепная дробь 1/n, при n = 1,2,3,… – это гармоническая прогрес-
сия, а эквивалентное сопротивление последовательно–параллельной цепи R

1S 0S 1−S 2S

экв  
на   рис. 2.4 равно среднему гармоническому: 

    
21

21
экв

2
RR
RRR

+
= .                                               (1.27) 

 Сравнительный анализ различных средних двух положительных чисел с до-
казательством неравенства (1.26) произведен З.А. Скопцом [26] на трапеции, а 
также на окружности с радиусом ( ) 221 aa − , где а1 > а2. Если трапеция слабо 
отражает динамическую взаимосвязь между этими средними числами, то ок-
ружность с проведенными к ней касательными затрудняет выражение этих 
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взаимосвязей через тригонометрические функции, так как все средние числа 
выходят за пределы окружности. 

 В одной из статей А. Гольдман и Л. Звавич приводят геометрическое доказа-
тельство неравенства  (рис. 1.3), которое основано на том, что высота 
прямоугольного треугольника есть среднее геометрическое проекций катетов на 
гипотенузу. Как выразить другие средние числа, они не знают, что следует из 
слов: «Однако с помощью конфигурации рисунка 1 (у нас рис. 1.3 – С.Я.) неяс-
но, как сравнить среднее геометрическое со средним гармоническим, а среднее 
арифметическое со средним квадратическим. В то же время существует фигура, 
в которой все средние двух чисел  и можно увидеть "живьем" – это трапе-
ция АВСD с основаниями ВС = ,  АD = …» [27]. 

01 SS ≥

a в 
a в

 

эквR

1R 1R

2R 2R

 
Рис. 1.4 

 

 Из приведенного выше высказывания видно, что нас опять возвращают к 
трапеции, которая слабо отражает динамику взаимосвязей между средними 
числами. Однако более внимательное исследование рис. 1.3 в динамике пере-
мещения точки С по окружности в направлении ВКА позволяет сделать пред-
положение о возможном нахождении всех средних чисел в I квадранте и спра-
ведливости переноса полученных результатов на зеркально-симметричный       
II квадрант, со II на III квадрант и т.д. Окончательные результаты исследований 
по определению средних чисел приведены на   рис. 1.5. 

 Для определения длин отрезков на рис. 1.5, где β = 900, необходимо исполь-
зовать следующие формулы:  

  а) ОС = ОВ = ОК = ОА = 1
21

2
Saa

=
+

 – есть среднее арифметическое; 

  б) DC= 021 Saa =  – есть среднее геометрическое; 

  в) ЕС= 1
21

212
−=

+
S

aa
aa

 – есть среднее гармоническое; 

2  Зак. 17



  г) DК= 2

2
2

2
1

2
S

aa
=

+
 – есть среднее квадратическое; 

  д) ОЕ=
( )

( ) 11
21

2121

21

2
21 2

22 −−=
+

−
+

=
+

− SS
aa
aaaa

aa
aa

 – есть разность между 

средним арифметическим и средним гармоническим; 
  е) ВС= 22a  - есть корень квадратный из удвоенной длины отрезка ; 2a

  ж) DЕ= ( ) 2
1

2
010

21

210
21

21

21
−−==

+
−

=⋅
+
−

SSS/SS
aa

aaS
aa

aa
aa

p ; 

  з) ОD= pS
aa

=
−
2

21  - есть среднее разностное (введенное впервые – С.Я. 

[2,23]) или полуразность двух чисел [24].  
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Рис. 1.5 
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 Математики М. Крейн и А. Нудельман в статье [28] приводят результаты ис-
следований по арифметико-гармонической, арифметико-геометрической и гео-
метрическо-гармонической средним. Из этих результатов следует, что если 
арифметико-геометрические и геометрическо-гармонические средние строятся 
с использованием достаточно сложных эллиптических интегралов Гаусса, то 
арифметико-гармоническое среднее элементарно совпадает со средним геомет-
рическим , т.е. 0S

 021
21

21

21
11 2

2
Saa

aa
aa

aa
SS ==

+
⋅

+
=⋅ − .                                      (1.28) 

 Из выражения (1.28) следует, что  является наиболее устойчивым средним 

в сравнении с  и , т.к. в численном выражении находится между ними 
при полной взаимосвязи, которую можно выразить следующим образом: 

0S

1S 1−S

 
21

21
1

2
01

2
aa
aaSSS

+
==− ;                                                                         (1.29) 

     
2

21
1

2
01

aaSSS +
== − .                                              (1.30) 

 

1.4. Взаимосвязь теоремы Пифагора и квадратных уравнений           
со средними  двух положительных чисел 
и возвратными последовательностями 

 
 Из математики известно, что соотношение 

                                                                                             (1.31) 
отражает

1cossin 22 =+ xx
 не только сложение двух колебательных движений в противофазе, но 

     

) с
 (1.31) на основе средних двух чисел: 

и зависимость между площадями квадратов, построенных на сторонах OD= pS  

и DC= S  (т. е. катетах) переменного прямоугольного треугольника OCD 

(рис. 1.5  гипотенузой OC= S =1. 
 Докажем справедливость формулы

0

1

 
( )

.1
24

)(

2
cossin

2
1

2
21

21

2
21

21
21

0

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=+
−

=

=+⎟
⎠

⎜
⎝

=+=+

Sаааааа

ааSSxx p

 

2
2

2222 ⎞⎛ − аа

(1.32) 
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 Если использовать формулы (1.15) и (1.16), то получим другой способ дока-
зательства (1.31), так как 

.1
)(
)(

)(
2

)(
)(

)(
4

2

2
221

2
1

2
21

2
21

2
21

21 =
++

=
+
−

+
+

=
аааа

аа
аа

аа
аа   

2
cossin

2
21

2
21

21

2

21

21

2

21

2122

=
+
+

=

+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=+

аа
аа

аа

аа
аа

аа
аа

xx

еднее квадратичное DK (см. рис. 1.5) е является обособленн
чением, а будучи гипотенузой треугольника ODK  имеет непосредст
взаимосвязь со средним арифметическим OК (катет) и средним разн

=OK=1 (катет), т. е. в соответствии с теоремой Пифагора 

 Ср н 2S =

 1S =

pS

 
222

2
2

2
1

2
212122

12
aaaaaaSSS p

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
⎠

⎜
⎝
⎛ +

=+= .                                    

 Такое многообразие изящных взаимосвязей и их простота, подкрепл
ощью приведенного квадратного уравнения 2 +− paa

2

⎟
⎞

пом =q  с к0

242 2
21, /qppa −±= , где 1

21

2
2 S==  

aa
p

+

pS
aa

qp =
−

=−
2

24 212 . Тогда: 

зн е S з

 pSSa ±= 12,1 .                               

В свою очередь среднее ра остно  может быть выражено чере  

геометрическое и среднее арифметическое т.е. 
p

 0S   1S , 

( ) 2
0

2
1

0 ,                                
22

1

2
42

SS
SS

S p −=
−

=            

а ким

я  

взаимосвязь со средним гармоничес  1−S  подтверждается путем 

новки в (1.36) дл (1.35) вместо 0S  выражения (1.28): 

( ) 2
11 −⋅ SS .                     12

11
2
0

2
1112,1 −±=−±=±= SSSSSSSa p

) 

 

20
(1.33
ым зна-
венную 
остным 

  (1.34) 

яются с 
орнями 

и 

е 

   (1.35) 

средне

   (1.36) 

подста-

   (1.37) 



 Следовательно, решив уравнение (1.34) осительно pS  с последующей 
подстановкой его в (1.35), обн уживается взаимосв

отн
ар язь ей квадратного 

ур  со средним квадратическим
 корн

авнения  2S : 

 2
12112,1 SSSSSa p −±=±= .                                        (1.38) 

 Из теоремы Виета известно, что, если приведенное квадратное уравнение  
а

2      
   

 теорема, а точнее теорема, об я ей, п
дить корни приведенного квадратного р нения

2 + ра + q = 0 имеет действительные корни, то их сумма равна  – р, а произве-
дение равно q. 

 Эта ратна озволяет в ряде случаев нахо-
 у ав : 

 
22,1

Dра
′±−

= ,                                                                                             (1.39) 

где D′ ≥ 0 - дискриминант.  
 Проведенные системные исследования по построению квадратных уравнений

позволили обнаружить определенную взаимосвязь
 

 их корней с соответствую-
щим множеством р
мулировать одно из важных математических свойств, которое не отображено в 

 заключается в непосредственной взаимосвязи дис-
кр

екуррентных числовых последовательностей, а также сфор-

теореме Виета. Это свойство
иминанта с разностью корней. В данном случае модифицированная теорема 

Виета приобретает следующее содержание [6]. 

 Теорема 1.1.  Если приведенное квадратное уравнение а2 + ра + q = 0 имеет 
действительные корни, то их сумма равна -р, произведение равно q, а разность 
равна D′ , т.е.  

 а1 + а2 = -р;                                                (1.40) 

 а 1 × а2 = q;                                                (1.41) 

qpDаа 42
1 −=′=− .                                                                                (1.42) 
а о

2

, из фо мул (1.38), (1.4 ), (1.41
м освязи жду едним двух п
П и квадратных равнений и три
(1.1 , … 1.20). 

 Т ким образ м р 0 ) и (1.42) видны строгие мате-
атические взаим  ме ср и оложительных чисел, теоремой 
ифагора, корням у гонометрическими функциями 

5)  ,(

 Кроме этих взаимосвязей имеет место возможность системного представле-
ния корней (1.39) приведенного квадратного уравнения, их суммы (1.40) и раз-
ности (1.42) через четверку чисел из усеченной последовательности, формируе-
мой рекуррентной (возвратной) формулой 

 nnn UUU += ++ 12 , ,, ... ,2 ,1 Nn =                                                              (1.43) 
где каждый последующий ее член, начиная с третьего, выражается суммой пре-
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дыдущих двух чисел. То есть, в нашем случае  на основе вычислений с помо-
щью (1.43) 

12 aaD =+′ ;                             

 

                                                                   (1.44) 

 paa −=+ 12 ,                                                                                           (1.45)
образуется усеченная четырехчленная последовательность: 

 paaD′ ,, −,12 ,                                                                                              (1.46) 
гд  особое внима
члена этой послед

ого уравне-
х областях науки и 

те ники, да и вооб

ым квадратным уравнением позволяет модели-
ро

е ние должно обращаться на знаки «+» или « - » для каждого 
овательности. 

 В данном случае мы проводим исследование на уровне квадратн
ния, но ведь с помощью квадратных уравнений в различны
х ще в природе, удается производить моделирование физиче-

ских процессов с высокой точностью, а доказательство взаимосвязи рекуррент-
ной формулы (1.43) с приведенн
вать динамику процессов и развитие систем с учетом предыстории. 
 В простейшей рекуррентной (возвратной) последовательности, где каждый 

последующий член равен сумме двух предыдущих (1.43), сумма любых сле-
дующих друг за другом п чисел может быть определена с помощью выражения: 

 ∑ + −=
n

ni UUU 22 .                                                                                   
=

    (1.47) 

для рекуррентной последовательности, где в случае выполнения условия (1.47) 
справедливо следующе

UUU −= 2 .                                                                                       (1.48) 

го двух чисел 

i 1

 Известный математик А.И. Маркушевич в книге «Возвратные последова-
тельности» [29] приводит доказательство порядка отыскания суммы п членов 

е свойство в рамках четырех их членов: 
 nnn ++ 23

Но так как из (1.43) видно, что        
 nnn UUU −= ++ 21 ,                                                                                        (1.49) 

а уравнение (1.48) можно записать в виде среднеарифметическо

 
22nU =+ ,                                                                                    (3 nn UU ++  

то сле подстановки

1.50)

 по  (1.50) в (1.49) получим среднеразностное этих чисел: 

 
2

3 nn UUU −
= + .                                                                                         (1.51n+ 1) 

но, исх
ные 

ф  (1.50) и (1.5
вод о наличии в уравн

 Следователь одя из аналогии между корнями а2 и а1 приведенного 
квадратного уравнения и числами, соответственно, 1+nU  и 2+nU , получен
ормулы 1) совместно с выражением (1.35) позволяют сделать вы-

ении (1.39) двойной взаимосвязи между корнями и сред-
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н
о ест

еарифметическим и среднегеометрическим для двух разных пар чисел из усе-
ченной четырехчленной последовательности (1.46), т ь  

 
p

nnnnnn
n SSUUUUUUUa +=

−
+

+
=

+
== −++++

+ 1
12123

21 222
;                        (1.52)    

 
p

nnnnnn
n SSUUUUUUUa −=

−
−

+
=

−
== −+−++

+ 1
12123

12 222
.                         (1.53) 

 Выр освязи. Например, в 
а рабочей полосой 

ажение (1.38) нашло широкое применение в электр
ан логовом первичном групповом тракте с 

кГц 10860 −==∆ ВН fff рольная частота , групповая конт

арифметическое  следующим образом: 
кГц 84кГц 14,84 ≈=ГКЧf , так как  она может быть выражена через средне-

 12
168

2
0108

2
fН ==

6кГц 84кГц 14,84 Sff В
ГКЧ

+
=

+
=

разностное: 

≈= .         (1.54) 

 А теперь вычислим средне

 кГц 24
2
4860108

22
==

−
==рS .                                              (1.55) 

− НВ ff

 Для получения кГц 1081 == аfВ и кГц 602 == аfН  используем форму-
лу   (1.38), где

кГц 24кГц 8412,1 ±=±= pSSa ,              
что доказать. 

, следует отметить,  если ТФ всегда м
вид, то не каждое из квадратных уравнений представимо в триго-

н ическом виде из-за разности з
радиуса. В данном случае предлагается использо-

                                               (1.56) 
 и требовалось 

 В общем случае что ожно перевести в ал-
гебраический 
ометр наков при корнях и выхода их за пределы 
окружности определенного 
вать метод аналогии с корнями так называемых в геометрии «точек внешнего 
деления» [30]. Тогда, путем «эквивалентного» обратного преобразования про-
изводится перенос превышающей размеры диаметра окружности переменной 

Dx ′= , например, во втором квадранте, в окружность этот квадранта, что 
равносильно получению значения в рамках нормированных пределов  дейст-
вующих ТФ. 
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1.5. Доказательство наличия взаимных переходов между                
квадратными уравнениями и тр гонометрическими функциями 

 

 Для бо
уточ
ный
ности и удобства в дальнейших исследованиях радиус окружности будем обо-
значать через радиус-вектор r , а k – через переменную x. 

 
и

лее глубокой систематизации полученных результатов исследования 
ним модифицированную теорему Виета (теорема 1) [6], приведя ее в удоб-
 для тригонометрических преобразований вид, где для придания однознач-

1 
 Теорема  1.2. Если приведенное квадратное уравнение     a2-pa+q =0 имеет 

действительные корни, то их сумма равна –p = 2r, произведение равно q =r2 –x2, 
а разность равна xD 2=′ , то есть  

 a1 +a2 = -p = 2r;                                   (1.57) 

 a1a2 =q=r2 –x2 ;                                                                                                (1.58) 

 xqDaa 2421 =′=− , p2 −= ,21 aa ≥∀                               (1.59) 

где  четверти круга (сред е арифметическое
н
рис. 1.5) и  – дискриминант. 

м в тригонометрические нкции (1.15),….,(

r = S -вектор не ), x = S  –  1 – радиус p
езависимая тригонометрическая переменная (среднее разностное) (см. рис. 1.3, 

 0≥′D
 Подстави фу 1.20) соответствующие 

им значения в виде формул (1.57), …. ,(1.59) из теоремы 2, тогда: 

p
q

r
xraa 22

sin
22

1 2 =
−

==α ;                               (1.60) 
aa + 21

p
Dxaa ′− 21

raa
==

+
=

21

cosα ;                                             (1.61) 

D
q

x
xr

aa
aa

′
=

−
=

−
=

22
tg

22
21

21

α ;                                             (1.62) 

q
D

xr
x

aa
aa

22
ctg

22
1

21

2

′
=

−
=

−
=α ;                                             (1.63) 

D
p

x
r

aa
aa

′
==

−
+

=
21

21secα ;                                             (1.64) 
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q
                                           (1.65) 

p
xr

r
aa
aa

22
cosec

22
21

21 =
−

=
+

=α . 

 Рассмотрим примеры преобразования квадратных уравнений типа 
a2-pa+q=0     (1.66) 

в тригонометрический вид и обратно. 
 Пример 1. Преобразовать уравнение a2-2a+1/2=0 в тригонометрический вид. 
 В соответствии с теоремой 2: 

 -p=2=2r=a +a  (то есть r=1), q=1/2=a1a2=r -x2=1-x  и

                                                        

 xaaD 221 =−=′  (2 2 
1 2 то 

есть x= 2/D′ ). Корнями решения уравнения будут: a1=1+ 2/2   и 

a2= 2/21− , где D′=2 . 
 Подставим полученные значения в формулы (1.60),…,(1.65) и произведем
счеты: 

 
ра

 ...707,0
2

1
2

2/12
sin ====α ; 

 

2 q
p

...707c =
′D ,02os ==α ; 

2p

 0,1
2

2/122
tg ==

′
=

D
q

α ; 

 0,1
2/12

2
2

ctg ==
′

=
q

Dα ; 

 ...414,12
2

2sec ===
′

=
D
pα ; 

 ...414,12
2/12

2
2

cosec ====
q

pα . 

 Вычисленные значения ТФ соответствуют углу что подтверждает 
справедливость теоремы 2. 

имер 2. Тригонометрическая функция cos 60 =1/2, r = 1. Необходимо пе-
ревести эту запись в соответствующее квадратное уравнение. 

 соответствии с теоремой 2: –p=2r=2  q =r2–x2=1–x2. Но так как               
cos 

 ο45=α , 

ο   Пр

 В и
α = x/r = x, то для α =60 свободный член уравнения a2-pa+q=0 будет ра-

вен: q=1–x2=1–(1/2)2=3/4. Следовательно, аналогом тригонометрической функ-

ο
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ц ние a2-2ии cos 60 ο =1/2, при r = 1, будет квадратное уравне a+3/4=0  с корнями 
a1,2=1 ± 1/2 и D′ =1.  

 Вычисленное значение D′ =1 в случае необходимости позволяет легко оп-
ре я 4дел ть с помощью выражений (1.62), … ,(1.6 ) другие значения ТФ. 

 Дл  любого заданного угла α и радиуса 2/prя   −=   можно всегда опреде-
лить аналог в виде квадратного уравнения с помощью обобщенного выражения 

0sin2 222 =+− αrraa ,                                                                             (1.67) 
с корнями  

)1( cos2,1 α±ra ,       =                                                                              (1.68) 

αcos221 raaD =−=′  и     raap 221 =+=− . где 
 

             
с изме

Все полученные за

1.6. Учет изменений тригонометрических функций                 
ο οнением угла от 0  до 360  

 
  кономерности ТФ острого угла α  (в рамках 1-го квадран-

 и на следующие три квадранта. Однако, как известно, при 
пере к дру
равления и аргументов  

та) распространяются
ходе одного квадранта гому необходимо учитывать пределы и на-

 изменений функций  для каждого из них (табл. 1.1). 
 Все зак

до 36 а также зако о етрических выраже
ний и ешения тригономет ко  используются в дейст-
ву

от 
п

ономерности и особенности изменений ТФ с изменением угла от 0 ο  

номерности преобразования тригон м
рических уравнений, торые

0 ο , -
 р

ющей тригонометрии, справедливы и для уточняемой тригонометрии.  
 

Таблица 1. 1 
Номер 

квадранта I II III IV 

 
α  

 
ТФ 90

0
≤

 

≤≤ α
 

180
90
≤

≤≤ α
 

270
180
≤

≤≤ α
 

360
270
≤

≤≤ α
 

sinα  0,…,1 1,…,0 0,…,-1 -1,…,0 
cosα  1,… 0 0, 1 -1  0, …,- ,…,0 ,…,1 
tgα  0,…, ∞  - ∞ ,…,0 0,…, ∞  - ∞ ,…,0 
ctgα  ∞ ,…,0 0,…, - ∞  ∞ ,…,0 0,…,- ∞  
secα  1,…, ∞  - ∞ ,…,-1 -1,…,- ∞  ∞ ,…,1 

cosecα  ∞ ,…,1 1,…, ∞  - ∞ ,…,-1 -1,…,- ∞  
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1.7.  Упрощение тригонометрических функций                               
с единичным радиусом-вектором 

 В случаях, когда нет необходимости учитывать длину радиус–вектора, фор-
мулы д с вных роща тем фи (нормир радиус–
вектора яв  за цу

 

ля о но  ТФ уп ются пу ксации ования) 
, вз  его  едини  ( 1== rr  ). Пр новке r= ражения 

(1.60), … (1.65), по : 

и подста 1 в вы

 , лучим

 2
22

1sin x
r

xr
=α −=

−
;                             (1.69)                    

 x
r
x

=αcos = ;                                                                                       (1.70) 

 
x

x
x

xr 1tg −
=

−
=α ;                                                                         (1.71) 

 

222

222 1
ctg x

xr
x

=
−

=α                                            (1.72) 
x−

;  

xx
r 1

sec ==α ;                                                                          (1.73)  

 
21

cosec
x−

=
−

.                                             (1.74) 
22

1
xr

r
=α

 Формулы (1.69), (1.71), (1.72) и (1.74) отличаются от наиболее часто встре-
чаемых в тригонометрии форм
зуется выражение  

ул тем, что в них вместо y=k2  (рис. 1.2) исполь-

222 1 xxry −=−= ,                        
то есть вторая неизвестная переменная y выражается через первую неизвестную 
переменную x. Такой  подход к записи всех функций через аргумент x позволяет 
найти взаимосвязи  переходы к
с помощью соотношений средних двух положительных чисел S0, S1 и Sp. 

 Для любого заданного угла α и радиуса r=1 формулы (1.67) и (1.68) преобра-
зуются в следующий более простой д: 

                                                  (1.75) 

 и  аргументу a квадратных уравнений типа (1.66) 

 ви
 0sin2 ;                                                                                    (1.76) 
 

22 =+− αaa
αcos12,1 ±=a ,                                                                                              (1.77) 

где αcos221 =−=′ aaD     и    221 =+=− aap . 
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1.8. Основы унификации математических моделей 

для кривых второго порядка 
 

 Если учесть, что моделирование различного рода процессов и систем часто
увязывается с

 
 кривыми 

знаниями о возможност
положительных чи

второго порядка, то очень важно обладать системными 
ях их унификации (табл. 1.2) на основе средних двух 

сел (а1 и а2) и приведенных квадратных уравнений с корня-
ми: 

2
0

2
11122

SSSSS p −±=±=±= , 0≥D .                           (1
2

21 2
4

2
Dрqррa

−
±=,

.78) 

 В табл. 1.2 правильность  по отношению к 
параметрам окружности подтверждается исследованиями, проведенными в на-
стоящей работе. Что касается гиперболы и параболы, то их параметры предла-
га

СD=2R2 – малая ось; F1 – первый фокус; F2 – второй фокус; OF1=OF2=сэ      
– удаление фокусов от центра (фокусное расстояние). 

 Так как треугольники OF1С, OF2С, OF1D и OF2 один

параметров квадратного уравнения

ется читателю проверить самостоятельно, взяв за основу приведенный ниже 
подход к моделированию эллипсов с позиций системности и унификации эле-
ментарной математики. На рис. 1.6 приведен эллипс, где: точка О – центр; 
АО=ОВ=R1 – большая полуось; СО=ОD=R2 – малая полуось; АВ=2R1 – большая 
ось; 

D аковые, то и их углы 
α′  также равны, следовательно, по аналогии с окружностью будем проводить 
и

      

сследование в первом квадранте на треугольнике OF2С. Тем более, 
оказывается, что соответствие радиуса окружности R гипотенузе ОС для 
вписанного в нее треугольника DOC (рис. 1.3) и среднему арифметическому 
двух положительных чисел а1 и а2 (1.13) сохраняется также для эллипса  
(рис. 1.6), так как 

 21
21

1 2
CFSaaR ==

+
= ,                                                                         (1.79) 

где CF2 – гипотенуза вписанного в эллипс треугольника OF С. Но так как 
усло

2
вия среднеразности (1.14) распространяется и на эллипс: 

 рSaaс =
−

=
2

21
э ,                                                                                       (1.80) 

то R2 будет равно среднему геометрическому двух чисел, то есть  
 0212 SааR =⋅= .                                                                                        (1.81)  
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Таблица 1.2 

Параметры 
уравнения 

(1.66)  с кор-

Окруность: 
R – радиус; 
х – незави-

Эллипс: 
R

нями сим
мен

менн
стояние  сг – фокус-

ное рас-
стояние 

r – фокальный 

,618…– 
отая» про-

ая пере-
ная; 

у – зависи-   
мая пере-

ось; 
R

1 – боль-
шая полу-

Гипербола: 
l

ая ное рас- полуоси; порция 

2 – малая 
полуось; 
cэ – фокус-

тельной 
полуоси; 
l

д – длина 
действи-

Парабола, при 
r=2cп: 

м – длина 
мнимой 

радиус; 
сп – фокус; 
Ф=1
«зол

а1 R+x R1+cэ сг+lд
пп

п

2Фс =+
 22

с
cr ++

а2 R-x R1-cэ сг-lд

п
1

п

2 сФ

с
−=

=−  

2
п −2 cr +

р=а1+а2 2R 2R1 2сг
п

2
п

2

52

2

с

cr

=

=+
 

q=а1а2 у2=R2-x2 2
2R  222

дг lclM −=    22 4 пcr =  

21 aaD −=   2сп2x 2cэ 2lд

р/2=S1 R R1 сг    пс5  

 
pSD =2/  x c l сп э д

 0Sq =  у R2 lм r=2cп
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1а

cэ=Sp

2а  
 

Рис. 1.6 
 

 Если подставить полученные выражения (1.79), (1.80) и (1.81), соответствен-
но, в формулы (1.15), … ,(1.20), то получим все тригонометрические функции 
для угла α′ .  

 В соответствии с модифицированной теоремой Виета для эллипса можно за-
писать: 

 1121 22 RSpaa −=−=−=+ ;                                                                      (1.82) 

;                                                                                  (1.83)  2
2

2
021 RSqaa ===×

 эp
2

21 2c= .  24 SqpDaa =−=′=−                                                (1.84) 
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 Используя формулы (1.82), (1.83) и (1.84) преобразуем приведенное квадрат-
ное уравнение 02 =++ qрaa  в эллиптический вид: 

2 02 2
21 =+− RaRa ,                                                                                      (1.85) 

с корнями: 
2
2

2
11

1 2
442 RRR

a
−+

= 22
211 RRR −+= ;                                             (1.86)  

2R .                                             (1.87)2
2

11

2
2

2
11

2 2
442

RR
RRR

a −−=
−−

=  

, при о

 

 В математических выражениях (1.86) и (1.87) удаление фокусов F1 и F2  от 
центра эллипса пределяется как  21 RR ≥ , 

эсRR =− 2
2

2
1 ,      

ситетом 
                                                                                        (1.88) 

с эксцентри

1
2
2

2
11 // RRRRce э −==                              

и сохранением основного свойства эллипса: 
                                                                                               (1.90) 

гд и  - фокальные радиусы для любой точ

парамет  находятся в полном со-
рами эл

  О возможности и целесообразности                                        
величения числа средних величин                                            

в инженерно-ис

 качестве м
тельности по 

о е ных систем широ-
ко

ч.  К подобным средним величинам чаще 
всего относят среднюю арифметическую, среднюю геометрическую, среднюю 
гармоническую, 
часть из которы
Коррадо Джи

                                             (1.89) 

 121 2Rrr =+ ,

е ки на кривой.  1r   2r
 Проанализировав формулы (1.79), … ,(1.88), становится очевидным, что при-

веденные в табл. 1.2 ры квадратного уравнения
ответствии с парамет липса. 

 
1.9.
у

следовательской деятельности  
 

 В атематического аппарата в инженерно-исследовательской дея-
экономическому анализу и учету природы социально-

экон мич ских прочесов при построении телекоммуникацион
 используются различные суммальные средние величины, которые из-за сво-

ей  мажорантности  следует всегда обосновывать в процессе  выбора для реше-
ния конкретных практических зада

среднюю антигармоническую и другие средние величины, 
х были рассмотрены ранее. Выдающийся математик-статист 

ни существенно расширил перечень средних величин путем обра-
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зования 9-ти различных отношений между каждыми двумя числами из задан-
ных трех ( a , b c ) [31]: 

     

, 

a
a

, 
b
a

, 
c
a

, 
b
b

, 
a
b

, 
c
b

, 
c
c

, 
a
c

, 
b
c

,                                                               (1.91) 

и 6-ти разностей между их каждой из пар:                                                                       
     a - b , a - c , c - a , b - a , b -с ,  c - b .                                                         (1.92) 

 При этом К. Джини  получил 324 различных форм средних величин. Однако 
исследования показали, что этот перечень форм может быть расширен за счет 
использования ряда сочетаний отношений (1.91) и разностей (1.92) с  3-мя сум-
мами вида:  
     a + b , a + , c +b .     

           

                                                                                   (1.93) 
например,  о  отдельных

порци : 

c
 Так, на осн ве  членов из (1.91), (1.92) и (1.93) запишем 

про ю

 
a+
abc

=
−

.                                                                                                       (1.94) 
ba

     Из (1.94)  выразим член b  через остальные два члена: 

     
2

acb −
= .                                                                                                        (1.95) 

 Полученное выражение (1.95) является ранее математически не выводимым 
средним разностным (введенным впервые – С.Я. [2,23]) или полуразностным 
двух чисел [24]. Оно нашло свое место в уточненной теореме Виета [6], а также 
при тригоно метрическом представлении средних двух положительных чисел   
[2 4, 13,23].  

 

 результа
заключение о необходимости дополнительного учета в теореме Виета одного из 

между
 уравнениями и тригонометрическими функциями производится 

унификация ММ для кривых втор а, а так же рассматривается воз-
можность и целесообразность увеличения  средних величин для ИИД.  Все 

         

, 

Выводы 
 

     В те анализа основ построения современной тригонометрии, сделано  

важных математических свойств 2/1
21 Dxx =− и тригонометрического пред-

ставления средних двух положительных чисел. Фактически, произведено закла-
дывание основ унификации элементарной математики для инженеров-
исследователей. После доказательства наличия взаимных переходов  
квадратными

ого порядк
 числа

эти результаты научных изысканий в схематическом виде приведены      
на следующем рисунке:      
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Уточнение теоремы Виета путем введения  

свойства  
2/1

21 Dxx =−  

Введ
ср

ение в теории 
едних  чисел 

среднер

1 xxS р

азностного: 
2/)2( −=

Выражение ТФ че-
рез  ,1S 0S , :рS  

;/sin 10 SS=α  

1/cos SS р=α  

Квадратные 
уравнения: 

02 =±± qpxx  

Ун  для 
кривых второго порядка 

 
 

 

 

 

и

 

 

 

 

 

 

 фицированные ММ
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Инвариантность роста – вот                 
смысл «золотого» сечения. 
Священник Павел Флоренский 

 
 

2. Место «золотого» сечения в  элементарной математике  
 

2.1. «Золотое» сечение и последовательно  Фибоначчи в алгебре 
 

 Прямую «золотую» пропорцию («золотое» сечение) Ф = 1,618…=

сть

1p   можно 
представить в виде предела, к которому стремитс
чисел возрастающей последовательности, в кото

 двух предыдущих чисел 

я отношение двух смежных 
рой каждый член ( nU ) равен 

( 21 −− + nn UU )сумме . Эт
вух чисел в направлении убывания последовательности, позвол лучить 
братн ) 

и условия, но с отношением 
д
о

яют по
ое значение «золотой» пропорции («золотого» сечения

1...618,01 pФФ ===−= .  Общая рекуррентная формула для построени/1 Ф я 

п , 
и
оследовательностей, на основе которых образуются «золотые» пропорции
меет следующий вид:       
 21 −− += nnn UUU .                                                               (2.1)  
 Если принять, что 121 == UU , то с помощью   выражения (2.1) получим  

известную последовательность Фибоначчи  
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,  ,                                   (2.2)   

как множество чисел 
89, 144, …

{ }nF , для которого, справедливы следующие свойства: 

;1−= nnF
                                                                                  (2.3) 

21 −− nn F
F

F

Ф
F
Fn =

∞
...618033,1lim

n
n

=
−

→
1

.                                                            (2.4) 

гие варианты

    

 Имеют место и дру  образования «золотых» пропорций, напри-
мер: 

...;1
11

11
1lim11

+
++=+= ФФ                                               (2.5) 

+

    ...111lim +++=Ф .                                   (2.6) 

3  Зак. 34



 Деление отрезка в среднем       
(а + b) так относится к своей бо
ся к меньшей части (а), так же соответствует «золотой» пропорции, т.е. 

 пропорциональном отношении, когда целое   
льшей части (b), как большая часть (b) относит-

      .Фbbа
==

+
                                                 (2.7) 

аb
Для идентификации «золотых» пропорций иногда бывает достаточным знать  

яющие их значения, например, такие :

    

 
определ как  

  ;
2

15 +
=Ф                                                               (2.8) 

      ;
15 −

=Ф                                                                             (2.9) 

      

2

;15 −
=Ф                                                                                       

2
    (2.10) 

    ;
15 +

=Ф                                                                                                  (2.11)   2

     ;
53

2
2

53
2
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−
=

+
=

+
=Ф                                             (2.12)  

     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

5
cos2 πФ .                                               (2.13) 

  Из приведенного выше множества возможных вариантов математических 
моделей «золотых» пропорций каждый может иметь преимущество перед дру-

 в зависимости от 
обоснованности выбранного методологического подхода к ее решению. В то же 

я, для выяв
 

порции - корни уравнений» - «аналитические выражения». После определения 
темных свойств, особенно граничных м

и т.д., достаточным будет знание и умение использовать при решении практи-
ческих задач одной из составных инвариант, т.е. – «числовые последовательно-

пропорции» ли «аналитические вы ажени
     Следует отметить, что предсказания астронома К.П. Бутусова о   возможном 
со

гими специфики конкретно решаемой прикладной задачи и 

врем ления системных свойств, возникает необходимость в знании 
эквивалентности между инвариантами: «числовые последовательности» - «про-

сис , экстре альных, симметрии,  гармонии 

сти –  и р я – их корни». 

здании так называемой «золотой математики» [32] в настоящее время сбыва-
ются, так как разработана прикладная «золотая» математика с приложениями в 
области электросвязи, которая с успехом находит новые приложения во всех 
остальных областях науки и техники [4]. Этот новый научный логико-
математический аппарат (НЛМА) базируется на общие законы развития приро-
ды и отражает единство человека с окружающей средой. В качестве   НЛМА 
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предлагается использовать: «металлические» пропорции [2,3,4,6]; пропорции и 
последовательности Фибоначчи-Люка (то есть так называемые «обобщенные 
последовательности Фибоначчи» [2]) [4,6], Фибоначчи-Барра [2,4] и Фибонач-
чи-Падована [5]; «золотые» геометрические прогрессии (ГП) [2,4,6]; «золотые» 
p-пропорции и p-числа Фибоначчи (предлагается в дальнейшем их называть: 

    

«пропорции и последовательности Фибоначчи-Пойа) [2,4,6,34,35,36]; «золотые» 
вурфы [17, 37,38,39]. Не смотря на кажущееся отступление в прикладной «золо-
той» математике от соблюдения исключительности принципов «золотого» се-
чения, на самом деле, рассмотрение особого места и доминирующей роли этого 
сечения и последовательности Фибоначчи в разнообразных математических 
системах делает «золотую» математику более универсальной, эффективной и 
гибкой в исследованиях разнородных процессов и систем в природе, социально-
экономической жизни и мышлении человека [17,18,40,41].  

 
2.1.1. «Золотые» геометрические прогрессии 

 
 С целью соблюдения системности в изложении материала, роль и место «зо-

лотого» сечения и последовательности Фибоначчи в алгебре представлена в 
порядке строения НЛМА.  Что касается роли «золотого» сечения в обеспечении 
художественного и гармоничного единства частей и целого, то в данном случае 
справедливо высказывание архитектора М.С. Булатова [42]: « … Чем же следу-
ет руководствоваться зодчему, чтобы гармонично сочетать части с целым? На 
этот вопрос Платон отвечает: «Невозможно, чтобы две вещи объединялись кра-
сивым видом без третьего.  Так как между ними должна возникнуть связь, кото-
рая их объединит». Это может объединить пропорция 

  
c
b

b
a

= , 

в 

              
также образуемые на их 

основе ГП. Однако если для последовательности членов   
, … , …                                                                        (2.14) 

н

которой b - средняя пропорциональная величина, без которой невозможно 
создание гармоничной композиции. Деление отрезка в среднем и крайнем от-
ношении, так называемое «золотое сечение», являющееся  частным случаем 
этой  пропорции, дало основание теоретикам архитектуры искать в соразмерно-
стях храмов именно эти отношения». 

   Следовательно, в процессе проектирования эстетического облика промыш-
ленных изделий для  построения ТКС, как СЧМС, инженеры-исследователи 
должны учитывать возможность использования в качестве ММ приведенную 
М.С. Булатовым пропорцию и «золотое» сечение, а 

       a1a , 2a , 3 na , 1+na , 
ГП со знаме ателем q  справедлива пропорция:  
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qa

a
а
а

а
а

а
а

а
a

n

n

n

n 1...
1

1

4

3

3

2

2

1 ======
+

− .                                                     (2.15) 

     При 11 =а  в формуле (2.15) ,  получим:  qа =2 , 2
3 qа = , 3

4 qа =  и так 
далее.  То есть мы получили известную формулу для выражения любого члена 

nа  геометрической прогрессии через ее первый член 11 =а , знаменатель q  и 
его номер n , то есть: 
     == nqqa .                                                                                   (2.16) 11

1
−−na       

 подставить в формулу (2.16) 

n

 
 
     Если Фq == ...618,1 , то вычислим все члены  
возрастающей «золотой» ГП 
     0Ф , 2 , … , 1−nФ ,                                                                                (2.17) 
а если подставить 

1Ф , Ф
Фq == ...618,0 , то вычислим  члены убывающей 

«золотой» ГП 
все        

     
0

Ф , 
1

Ф , 
2

Ф , … , 
1−n

Ф .                                                                                (2.18) 
     Так как  ФФФ =−= 1/1 ,  то ГП (2.17) и (2.18) в обобщенном виде могут быть 
представлены следующими двумя способами: 
     nФ , Nn N−−−= , ... ,2,1,0 ,1 ,2 , ... ,                                  (2.19) 

     nФ− , Nn 0 ,1,2, ... ,
;                       

, ... ,2 ,1, N−−−= .                                                       (2.20) 
 случае необходи ти шаг ГП  зна
исходя из условий  точности решения практической задачи для систем 

еда» (СЧМС). Пр
ен с достаточно в

оответствии с численным значением степени исходного (опреде-
 шаг) числа  себя. Однако рова
Например, во растающая  «зол ве об

ентной формулы

     В мос может быть уменьшен до требуемого -
чения 
«человек-машина-ср и необходимости каждый из членов ГП 
может быть определ ысокой точностью путем многократного 
умножения в с
ляющего на  это не единственный способ форми -
ния ГП. з отая»  ГП,  формируемая на осно -
щей рекурр  (2.1),  выглядит следующим образом: 

      1lim ФUn =   , ,2lim ФUn =      
2Un n∞→ −1Un n∞→ −

, ... ,3lim
3

Ф
U
U  mФ

U
U

n mn

n =
∞→ −

lim ,                                 (2.21   )       
n

n =
∞ −n →

где n – порядковый номер члена последовательности, а m – максимальное зна-
чение степени для Ф. Соответственно, для убывающей «золотой» ГП образуют-
ся  следующие выражения: 

37



11lim Ф
U

U
n n

n =
∞→

− ,        ,2lim 2 Ф
U

U
n n

n =
∞→

−   

      ,...,3lim 3 Ф
U

U
n n

n =
∞→

−   mФ
U

U
n n

mn =
∞→

−lim .                                            (2.22) 

 
2.1.1.1.  Анализ одного из подходов к образованию                                      

«золотой» геометрической прогрессии 
 

     Рассмотрим    классическое   квадратное уравнение (уравнение    2-й степени)  

    

     012 =−− xx                                                                                                  (2.23) 
с одним положительным корнем из двух корней в «золотых» пропорциях, т. е. 

Фx ==+= ...6180339,12/)51(1 . 
 Уравнение (2.23) может быть представлено в следующих 2-х основных ви-

дах: 
                                                      

  .                                                                                                     (2.25) 

  В результ
1,2, … , и подстано х уравнений с бо-

1

-
ующих случаях выражений (2.24) и .25), А.П. Стахов отвечает положи-

 При этом более высокая степень рассматривается относительно уравне-
ния 2-й степени

ний выраж
 следующег

ц

ие выводы можно 
внен п-й с

 x                                                   (2.24) ;11
1

2
1 += x

 12
1

1
1 −= xx  

ате поочередного умножения уравнения  (2.24) на  mx1 ,  при  т = 
вки в правую часть каждого из образуемы

лее высокой степенью  
     ттт хxx +++ += 012                                                                                         (2.26) 1

полученных ранее значений для тx +1
1  и тх +0

1 , а также подстановки в соответ
1

ств  (2
тельно на поставленный им же вопрос [43]: «… существуют ли алгебраические 
уравнения более высоких степеней, корнем которых является золотая пропор-
ция?»

 (2.24), то есть (2.26), при т = 0. Итогом итерационных преобра-
зова ения (2.26) для А.П. Стахова стало доказательство справедливо-
сти о так называемого «алгебраического уравнения золотой пропор-
ии п-й степени» [43]: 

     112
2
11 −− +=−= nnnn

n FxFFxFx ,                                                        (2.27) 

где п = 2,3,… , а , FF 21 −− nn  - числа Фибоначчи из последовательности (2.2). 
Как сделать из доказанной А.П. Стаховым формулы (2.27) и 
взятой в качестве исходного ура ия тепени – уравнения 2-й степени 
(2.24)? 
     Первый вывод заключается в однозначности проявления переменной 

,n F

x  в 
формуле (2.27), так как она исключительно равна «золотой» пропорции, т. е. 
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     Фx == ...618033988,11 ,                                                                           (2.28) 
а ее квадрат: 
     11...618033988,2 1

1
22

1 +==+== хФФx .                                   (2.29) 
Следовательно, переменную (2.28) можно записать как 

.           
 (2.29) видно

а выражение (2.30) в свою очередь является аналогом уравнения 
 ма

                                                                    (2.30) 
  Из выражения , что оно не только является аналогом уравнения 

11 2
1

21
1 −==−= хФФx

(2.24), но и одновременно служит доказательством известного по своей уни-
кальности математического свойства «золотой» пропорции, когда  

12 +=ФФ , 
(2.25) с вытекающим из него не менее важным доказательством следствия -
тематического свойства, когда 12 −=ФФ . 
     Второ ысль о необходимости проведения исследования 
методом анал рения границ действия формулы (2.27) в сто-
рону уменьше

й вывод наводит на м
огий с целью расши
ния п-степени до нуля, а затем в направлении ее увеличения с 

ицательным знаком, то есть в общем виде приотр  п = 0,±1, ±2,…, когда Фx =1  
22 А  чти если А.П. Стахов проводил исследование в общем 

слу равнений золотой пропорции п-й степени» [43], 
1 Фх = .  это значит, о 

я сл й»

= n
n FФ

ятся резул таты закреп
ексом п = 0, ± 1, … , ±18

 (2.32) и (2.33) из табл. 2.1 чис-
а Фибоначчи и получим 
 3

чае для «алгебраических у
при п = 2,3, … , то в нашем случае речь уже ведется о более широком обобще-
нии методом аналогии, то есть о получении обобщающего выражения с целью 
обеспечени возможности вычи ять любой член «золото  ГП 
     , ... ,1,0,1 ±== пФх                                                                                 (2.31) 
когда последовательность Фибоначчи известна. 
 

пп

2.1.1.2. Уточнение уравнений для «золотой» геометрической прогрессии 
 
     Для образования «золотой» ГП (2.31) преобразуем выражение (2.27) в сле-
дующий вид: 
    ;2

2
−− nFФ                                                                                         (2.32) 

     1−+= nn
n FФFФ ,                                                                                      (2.33) 

где п = 0,±1, … - индекс для определения порядковых номеров чисел в последо-
вательности Фибоначчи, а также степень «золотой» пропорции. В табл. 2.1 при-

ь

 

вод ления чисел Фибоначчи и членов «золотой» ГП за 
инд . 
     Например, задано п = 3. Подставим в формулы
л

  ...236,412 223 =−=−= ФFФFФ ,   1
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     ...236,41223
3 =+=+= ФFФFФ ,                                                                       

 аналогии с (2.23)
и 

что ьтату непосредственного вычисления 3Ф . 
 По  рассмотрим еще одно классическое уравнение 2-й сте-

 соответствует резул

пен

     012 =−+ xx                                                                                                   (2.34) 
с одним положительным корнем из двух корней в «золотых» пропорциях 
     1

2 ...6180339,02/)15( −==−= Фx . 
    Уравнение (2.34) может быть представлено в следующих 2-х основных видах: 
 
           ;1 1

2
2
2 xx −=                                                                                                (2.35)   

.                                          

Таблица 2.1 
И

Фибо-
наччи декс, наччи 

                                                                 (2.36) 
 

2
2

1
2 1 xx −=

н-
декс

Числа Ин- Числа Фибо-
18,...,0, =пФп  18,...,0, −=пФп  

, 
п F0,…,F18

п F0,…, F-18

1 2 3 4 5 6 
0 F0=0 0,1 0 F0 =Ф  0=0 0,10 =Ф  

1 F1=1 -1 F-1=1 ...618033,11 =Ф  ...618033,01 =−Ф  

2 ...618033,22 =Ф  -2 FF2=1 -2=-1 ...381966,02 =−Ф  

3 2 ...236067,43 =Ф  -3 FF3= -3=2 ...236007,03 =−Ф  

4 F4=3 ...854101,64 =Ф  ...145898,0  -4 F-4=-3 4 =−Ф

5 F5=5 ...090169,115 =Ф
 -5 F-5=5 ...090169,05 =−Ф  

6 F6=8 F-6 8 572806 =−Ф  ...944271,176 =Ф
 -6 =- ...05,

7 F =137  ...034441,297 =Ф
 -7  -7 F =13 ...034441,07 =−Ф  

8 F8=21 ...978713,468 =Ф
 -8 F-8=-21 ...021286,08 =−Ф  

9 F9=34 ...013155,769 =Ф
 

013155,09 =−Ф  -9 F-9=34 ...
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1 2 3 6 4 5 

10 F ...99186,12210 =Ф -1 F =-55 10=55  0 -10 ...008130,010 =−Ф  

11 F ...005021911 =Ф -1 F11=89 ,9
 1 -11=89 ...005024,011 =−Ф  

12 F ...996893212 =Ф -1 F =-112=144 ,1
 2 -12 44 ...003105,012 =−Ф  

13 F 5213 =Ф -1 F 001919,013 =−Ф13=233 ...00191,1
 3 -13=233 ... 

14 F ...99880,8414 =Ф -1 F =-314=377 2
 4 -14 77 ...001186,014 =−Ф  

15 F15 0 ...0007,136415 =Ф - F-15 10 0733015 =−Ф  =61  15 =6 ...00,

16 F16=987 ...9995,220616 =Ф
 -16 F-16=-987 ...000453,016 =−Ф  

17 F  ...0002,357117 =Ф F  17=1597  -17 -17= 1597 ...000280,017 =−Ф  

18 F18=2584 ...9997,577718 =Ф .000173,018 =−Ф
  -18 F-18= 

=-2584 
..

 
сле зования с ветствующего алг преобразований с фор-

мулами 3 .36) легко доказать ведл о е двух выражений дл
ф иро лотой» ГП, при п = , … в окончательном вид
выглядят  образом [44]: 
 −

−−− −== 2
2
222                             (2.37) 

 n
n ФFFx −−

−− +== 122 .                          (2.38)
     Например, задано п = 3, тогда подставим в ы (2.37) и (2.38) из табл. 
2 еб а Фибоначчи и пол   
    3 =−=−= −−− ФФFFФ  ;                                         

    2362 11
32

3 +−== −−
−−

− ФФ
т

                                                                       
шем еще четыре обобщающих выражения 

(2.31) [44]: 

  По  исполь оот оритма 
(2. 5) и (2
вания «зо

 спра
 0,±1

ив сть ещ
 , которые 

я 
е орм

 следующим
FF −    x n

nnnn
n ФФFFx − =2

− ;                  

    x n
nnn FF −− +1 Ф=1                        

формул
.1 тр уемые числ учим
 ...236,021 22

31 −−

+ FF
           

 Ф ...,  ,0=1
ч о соответствует результату непосредственного вычисления 3−Ф . 
     Учитывая наличие взаимосвязи между «золотой» пропорцией Ф (прямой) и 
ее обратным значением Ф-1 (обратной) в виде 
     1

1 /1/1 хФФх === − ,                2
запи для формирования «золотых» ГП 
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                                                      (2.39) п
nnnn

n ФФFFxFFx =−=−= −
++

− 2
2

2
222 ;

     n
nnnn

n ФФFFxFFx =+=+= −
++

− 1
1212 ;                                                  (2.40) 

− 22     пФ− ;                                      (2.41) nnnn
n FФFFxFx +−−+−− =−=−= )2()2(11

.                                        (2.42) 
 (2. ),…,(2.42): 

                                                     
23 =−=− FФF

=−=+ −− ФFФ ,                                                                   

 соответствует результату непосредственн
 образом, в результате математиче

 обобщенные четыре варианта взаимос
етрической прогрессии: 

−− =+=−= FФFFФFФ пппп
п

 

     п
nnnn

n ФFФFFxFx −
+−−+−−

− =+=+= )1()1(11

     Проверим на примерах для п = 3 справедливость выражений 39
223 −−     ...236,42535 =−=−= ФФFFФ ;                                                       

     ...236,423 11
34

3 =+=+= −− ФФFFФ ;   

     ...236,052
53 =−−− ФФ ;                                               

     3 =− FФ
2

...236,03243

что ого вычисления 3Ф  и 3−Ф . 
     Таким ского доказательства получены сле-
дующие вязей между членами «золотой» 
геом

     
;1

1
2

2 +
−

+ +=−= ФFFФFF пппп

12
2

−

     
.)1(

2
)2(

)1(
1

)2(
2

ФFFФFF

FФFFФF

ппnn

ппnn
п

−+−−+−

−−
−

−−−
−

−
−

+=−=

=+=−=
 

 основе каждого из четырех вариантов путем 

исления значений

(2.43)
Ф

     На  обобщения (2.43) и (2.44) 

 

(2.44) 

 пп ФФ −±  выч получаю

             
» геометрической прогрессии 

 
, что касается имеющих место новных свойств ГП, то они полностью

распространяются и на «золотые» ГП, то есть: 
каждый член знакоположительной ГП представляет собой среднее геометри-
ое его соседних членов, что для  «золотые» ГП соответствует записи 

    

тся 4 варианта (способа) доказатель-

ства классической формулы Бине [44]. 

 
2.1.1.3. Специфичность основного свойства                                

«золотой

     Все  ос  

     
ческ

 11 +−= nnn ФФФ , Nп ±±= , ... ,1,0 ;                                                         
     у конечной ГП произведения членов, равноотстоящих от ее концов, равны и 
равны произведению крайних членов. 
     Если возвести обе части уравнения (2.45) в квадрат, то получим  

(2.45) 
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     2112 )( +−= nnn ФФФ , то есть                                                                      (2.46) 

     112 +−= nnn ФФФ , Nп ±±= , . .                                                           (2.47) 
     Первой специфической особенностью

.. ,1,0
 для «золотой» ГП есть то, что в связи с 

бладанием мультипликативным свойством (2.47) она одновременно обладает и 
ддитивным свой

    1− += nn ФФФ                       (2.48) 
которое одновременно является и составляющим выражения 

о
а ством  

2−n ,                                                                   
 

2/)4(2/)2(m/2 −− += mm ФФФ ,       где Mm ±±= , ... ,1,0 . 
     Преобразуем (2.48) к виду 
     21 −− −= nnn ФФФ ,                                                                                        (2.49) 
а затем подставим его в (2.47). После соответствующих преобразований в окон-

льном виде получим формулу 

средственно 
ределения и форма

 положительных чисел, выраж

чате
     12212 −+ += nnn ФФФ ,                                                                                    (2.50) 
которая, так же как и (2.48), обладает аддитивным свойством.  
     Вторая специфическая особенность  «золотой» ГП вытекает непо
из оп лизованной записи среднего геометрического )(0 nS  
для аемого через арифметическое значение n  
корня степени  есть n  из их произведения: 

     n
naaanS ...)( 210 = .                                                                                       (2.51) 

Дело в том, что для возрастающей «золотой» ГП в общем случае среднее гео-
рическое в соответ

    

мет ствии с (2.51) имеет следующий вид: 

 n nФФФnS ...)( 21                                                                (2.52) 
ь прост

0 = .                   
о можно вычислить среднее геометриче-

ух сторон «золотой» ГП, так как  
Однако оказывается, что очен
ское для любой усеченной с дв

mji
m Iii jФФФФmS

∑
== =

+
+ 0

)(
1

0 ...)( ,  1

m−1

+−= iIm ,                                 (2.53)       

I – наибольшая степень, m – число членов усе-где ень, i – наименьшая степ
ченной прогрессии, а  

)()( 1

1

0
mSmji

m

j
=+∑      

−

=

с

Следовательно, по а озво-
щее вычислять сре орон 

                                                                                    (2.54) 

есть реднее арифметическое для степеней, в которые возводится «золотая» 
пропорция Ф  под корнем степени m .  
      налогии  с формулой (2.53)  запишем выражение, п
ляю днее геометрическое для любой усеченной с двух ст
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убывающей «золотой» ГП, формируемой на основе обратной «золотой» про-
порции Ф : 

)(1
0

10...)( mSm Iii ФФФФФmS j === =+ , 1
)(

1

mji
m

∑
−

+

+−= iIm .              (2.55) 
 

      

2.1.2. Взаимосвязь «золотой» геометрической прогрессии  
с последовательностя  Фибоначч

-Люка

 в изучение обобщенных последовательностей Фибо-
и внес в XIX веке ф

ностям принято относить такие, которые начинаются с любых двух целых по-

. с м» «1, 1») Э. Люка назвал именем 

 
 « ледовательностями Фибоначчи-Люка» [2, 4]. 

  В табл. 2.2, в качестве примера, приведены усеченные до числа «37» после-
тельности Фибоначчи-Люка, в «генах» которых имеют ме

числа от 1 до 5-ти [45]. 
     Если и следова-
тельности  числа 
«генов» следую усечения (на-
ример, до числа «139») получим приращения чисел

ми и и Люка. 
 Последовательности типа Фибоначчи    

 
     Особо важный вклад
начч ранцузский математик Э. Люка. К этим последователь-

ложительных чисел, а каждый их член, начиная с третьего, равен сумме двух 
предыдущих Простейшую из них (  «гено
Фибоначчи (1, 1, 2, 3, 5, 8, …), а вторую по сложности (с «геном» «1, 3») было 
названо позже по имени самого Э. Люка (1, 3, 4, 7, 11, 18, …), где под «геном» 
принято понимать первые два члена последовательности. Следовательно, спра-
ведливости ради, все обобщенные последовательности Фибоначчи предлагается
называть пос

дова сто первые два 

сключить из рассмотрения все дублирующие (резервные) по
 Фибо  первыеначчи-Люка, оставив все основные, в которых

т в порядке возрастания нумерации, то после их 
 n∆  для каждой очередной 

 

 
 

п
последовательности. Эти приращения подчиняются закономерности чисел Фи-
боначчи  (табл. 2.3), где n  = 2, … ,10 – номер столбца в данном примере или 
порядковый номер члена в последовательности, а в столбце с n  = 1 находится 
первое число последовательности m =1, … ,5. 
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Таблица 2.2 
«Гены» с 
первыми 
двумя чис-
лами от  

1 до 5-ти 

Остальные члены последовательностей 
Фибоначчи-Люка с первыми двумя ч -
лами от 1 до 5-ти 

Названия после-
довательностей ис

1,2, 3,5,8,13,21,34,… тип Фибоначчи а 
2,1, 3,4,7,11,18,29,… типа Люка 
1,3, 4,7,11,18,29,… Люка 
3,1, 4,5,9,14,23,27,… Фибоначчи-Люка 
1,4, 5,9,14,23,37,… Фибоначчи-Люка 
4,1, 5,6,11,17,28,… Фибоначчи-Люка 
1,5, 6,11,17,28,… Фибоначчи-Люка 
5,1, 6,7,13,20,33,… Фибоначчи-Люка 

 
Таблица 2.3

n = 2, … , 10 
 

m =1, … ,5 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 
2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 
3 9 14 23 37 60 97 1 4 5 
4 1 5 6 11 17 28 45 73 118 
5 1 6 7 13 20 33 53 86 139 

n∆  0 +1 +1 +2 +3 +5 13 +21 +8 +

 
 На ве об абл. 2.3 закономерности осно наруженной в т  n∆  можно сделать вы-

вод о чии о закручивании в вертикал х 
чисел скон а последовательностей Фи
     Другими словами, к последовательностям Фибоначчи , кот
непосредственную взаимосвязь с «золотой» пропорцией (Ф =1,618
относи , которые формируются на ы первых двух положи-
тел льных) чисел («генов»)  следующе  закону [2,4
      jijii UU ,,1= ++                                               56) 

 нали  одностороннег
ечного множеств

ьной плоскости все
 из бе боначчи-Люка.  

-Люка орые имеют
…), принято 

 

ть такие
х (натура

 основе сумм
ьны  по

     
му
     

,46]: 
    j,2 U+ ,                        (2.
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Iiгде: ,1=  – определяе орядковые мер се -ой сле тел сти 

Фибоначчи-Люка; 

т п  но а чи л в j  по дова ьно

J – j ,1= по о но последовательности Ф ч-
чи-Люк  посл овательнос  Фи ач юк по е и та 
образуется  помощью (2  на ов м еду их  п и ых 
чисел: 

рядк вый мер ибона
а. Каждая из ед тей бон чи-Л а в рядк х рос

 с .56)  осн е сум ы сл ющ  двух олож тельн
JU Jj ,1,1,1 =

=
 и 11,2 ==jU . Отдельные из этих последовательностей 

п ииредложено использовать при построении (моделирован ) дискретных реак-
тивных цепей с повышенной структурной надежностью [16,17]. В процессе ис-
следования матрицы чисел, образованных с помощью формулы (2.56), получено 
следующее основное математическое свойство: 
       1,21,, )1( −−+= iiji UjUU .                                                                          (2.57) 
      Введем дополнительно  к натуральным числам нуль. Тогда  дополнительно к 
полученной ранее матрице чисел в качестве изначальной «нулевой» пос

 

ледова-
ности типа Фибонач

чисел и
тель чи, образуемой на основе суммы  двух положительных 

 00,1 =U    10,2 =U , добавится последовательность вида: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 
, …. Вн

йство (2

сширенной м це проявл

8, 13 овь образуемая матрица за счет расширения на одну строчку позво-
ляет упростить сво .57). Следовательно, это свойство в упрощенном ви-
де можно выразить следующим  образом:  
       0,10,, −+= iiji jUUU .                                                                                   (2.58) 
     В ра атри яются еще некоторые известные основные 
свойства, например: 

       Ф
U
U

ji

ji

i
==

−
∞→

...618,1lim
,1

, ;                                                                          (2.59) 

0,1lim      
1,

,
−

∞→
ji

ji U

       

, =jiU
;                                                                                          (2.60) 

ФФ
Ui

i
/11...618,1lim 1, +===

→
;                                                           (2.61) 

       

Ui 0,
∞

Фj
U
U

i

ji

i
/1lim

0,

, +=
∞→

,                                                                                    (2.62) 

Jj ,1= , а выражение (2.61) является частным случаем (2.62), при 1=j ; где 

       20,11,, −−− ==− iijiji FUUU ; Ii ,2= ; Jj ,1= ,                                      (2.63) 
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где  3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,   233,  … – после-
дова и, формируемая на основе заданных двух чисел 

:21 −− += iii FFF  0, 1, 1, 2,
тельность типа Фибоначч

и 18]. 
риведенная выш

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, … ,           (2.64) 
= 0, 1, 2, 3, 4, 5, … , а так же посл

:12 nnn LLL += ++  2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123, … ,                
обладают с (2.4), (2.21), (2.59) и  (2.61) одинаковым свойством, так как  

00 =F   11 =F  [
     П е последовательность  типа Фибоначчи    

}{ :12 nnn FFF += ++

где едовательность типа Люка 
{ (2.65) 
n

}

Ф=...lim .                                                           (2.66) 
L
L

n

n
n

=
−

∞→
618033,1

1

сим ти  
у  этими  пропорциями  и ислами  послед
. И  действительно,  если воспользоваться 
жения  типа   

     Следовательно,  можно  предположить о наличии  степенной зави ос
межд  ч   в овательностях Фибоначчи и 
Люка    формулами  сокращенного  
умно nn b−  и  nn ba + (т.е. степенными биномами), 

  
приняв, 

что  Фa = и 

a
Фb = , то обнаруживается факт  переходов  от  «золотых»  про-

  к  порций последовательностям Фибоначчи  и  Люка  (но  без  числа 2).  Отсут-
оляет  предполо-

жить о существовании  
в
е ,  последова-

тельность  чисел  близк
изкую к 
. 

     Для  доказательства  наличия
и обратной) к  числовым  последовательн

          

ствие  в последовательности  Люка корневого  числа  2   позв
своего рода  последовательностей - «близнецов»,  так  
даются  явления дублирования  или  резервирования  как    природе  наблю

проц ссов  и  структурных  элементов.  Поэтому,  в дальнейшем
ую  к  числовой  последовательности Люка  будем по 

прежнему  называть  числовой  последовательностью  типа  Люка, а бл
последовательности Фибоначчи – последовательностью типа Фибоначчи

 переходов  от  «золотых»  пропорций (прямой 
остям Фибоначчи  и Люка  рассмотрим  

пример  решения  биноминальных  уравнений  nn ba −  и  nn ba + ,   при   

n =1, ... ,N,   где  N = 8, Фa = и Фb = .   
     Произведем  выч   с  п   выражения nn ba − : 

     а) 

исление омощью

11 == Ф ;         б) 
111 −− Фba 51...236,2

2222 ==−=− ФФba ; 

     в) 4
3333 =−=− ФФba ;    г) 53...708,6

4444 ==−=− ФФba ; 

     д) 11
5555 =−=− ФФba ;    е) 58...888,17

6666 ==−=− ФФba ; 

     ж) 29
7777 =−=− ФФba ;   з) 521...95,49

8888 ==−=− ФФba . 
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 Затем  произведем  вычисления  с  помощью  выражения  nn ba + : 

     а) 51...236,2111 ==+=+ ФФba ;      б) 
1

3222 =+=+ ФФba ; 

     в) 

2

52...472,4
3333 ==+=+ ФФba ;    г) 7

4444 =+Фa ; 

     д) 

=+ Фb

5518,
5555 +=+ ФФba 18

6666 =+=+ ФФba ; ...011 == ;   е) 

     ж) 513...06,29
7777 ==+=+ ФФba ;  з) 47

8888 +a =+= ФФb . 

результатов вычислен енных с помощью выражений   и  
видно, что: 

     а) если  выписать  все  целочисленные  результаты  в  порядке  их  возраста-
о есть  по  мере  увелич тепени,  то  получим  последовательность 

Люка;  
  разделить  каждое  и лученных  нецелочисленных  значений а   

     Из ий, получ nn ba −  
nn ba +

ния, т ения  с

     б) если з  по  н

5...236,2
11Ф ==+Ф , то получим последовательность  Фибоначчи. Отсю-

 от «золотых» про-
й (прямой и обратной) к последовательностям Фибоначчи и Люка, о и 

требовалось показать. Пользуясь  методом  математической  индукции, можно 
монстрировать, что  n-й по порядку нечетный  член  (n = 1,  3,  5,  ....  по-

следовательности Фибоначчи  определяется  как 

да просматривается ряд общих закономерностей перехода
порци чт

проде ) 

      U n =)( ' F
5

nФnФ +
,                                           (2 7)    .6

а четный член (n = 2,  4,  6, ...) определяется с помощью формулы 

     
 

=)( " FU n 5
Ф−

.                                                                         (2.68) 

     Но,  так

n

  как   

    

nФ

  
51551

=
−+ ,                                             (2.69)  

то  выражения  (2.67) и (2.68) можно преобразовать к следующему обобщенно-
му виду: 

      =)(FU n  

22
+=+ФФ

⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
nn

2
15

2
15

5
1 .                                            (2.70) 

⎦⎣
олученное обобщенное  (2.70) яв

тельство которой приведено Н.Н. Воробьевым в работе [30]. 
     П  выражение ляется формулой Бине, доказа-
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     В настоящее время известны другие способы вычислений U n )(F : с помо-
 формул Крамера и че  пр

 [47]. 
  (2.67), (2.68), (2.69)  показывает,  что  выражения  (2.67) 

т дифференцировать  члены  последовательности типа Фибо-

наччи  на  четные члены  и  нечетные В  ок          

нечетных  членов 

    

щью рез еобразование (отображение) квадратных мат-
риц

 А    нализ  выражений
и (2.68)  позволяю

. ончательном  виде  )(' FUn и   
" )( FU n выглядят  следующим  образом: 

      а) для  

  
=)( ' FU n ФФ

nФnФ
+
+

;                           

     б) для  четных  членов  

                                              (2.71) 

nФnФ −
      n =)( " FU

ФФ + .
                                                                  (2.72) 

     Пользуясь  методом  математической  индукции,  покажем,  что  n-й  по  по-

            

рядку  нечетный  член  (n = 1, 3, 5, ...)  последовательности Люка  определяется  
как   

      =)( ' LU n

nn ФФ − ,                                                                           ) 

=)

    (2.73
а  четный  член   (n = 2, 4, 6, ...)  -  через 

      
( n

 

" LU .ФФ +  
      Тогда в обобщенном 

nn                                                           (2.74) 
виде выражения (2.73) и (2.74) будут выглядеть сле-

дующим образом: 

.
2

15
2

15
n

      =)( LU n

n

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−
+

⎠

⎞

⎝

⎛ +
                                            (2.75) 

 полученных  выражен
, заложены основы уп   

кого проникновения в существо природных феноменов. Простота полу-
ых математических мо

членов последовательности Фибоначчи 
обладает следующими общеизвестными 

⎟
⎟

⎜
⎜

      В иях  (2.71), … ,(2.75),  а  также  в  формуле Бине 
(2.70) рощенного суммирования  возведенных  в  степень
«золотых»  пропорций. 
      Наряду с уже известными свойствами чисел Фибоначчи [30], их перечень 
может быть продолжен каждым  исследователем самостоятельно в случае более 
глубо
чаем делей подкупает и увлекает к поиску новых резуль-
татов в процессе исследований. 
      Так, например, любая пара соседних 

свойствами: 
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      а) для четных порядковых номеров чисел из последовательности Фибоначчи 
(n = 2, 4, 6, …) 
       U  -  U  = U U + 1;                                (2.76) 

) для нечетных порядковых номеров чисел
наччи (n = 1,3, 5, …) 

для д вы ро n =1, 3 ) 

8) и (2.79) следует, что для любой усеченной последова-
бон с оя з че рех чи

 собой 

n
2

1−n
2

n 1−n   
      б  из последовательности Фибо-

       U 2
n  -  U 1−n

2  = U n U 1−n   - 1.                                             (2.77) 
      Из выражений (2.76) и (2.77) следует, что разность между квадратами боль-
шего и меньшего соседних чисел последовательности Фибоначчи равна произ-
ведению этих чисел плюс или минус единица, где плюс соответствует четным 
порядковым  номерам этих чисел  в последовательности, а минус - нечетным. 
В данном случае свойства (2.76) и (2.77) распространяются только на любые два 
соседних члена из последовательности Фибоначчи: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, … . 
Однако, путем их преобразований можно получить новые свойства, распро-
страняющиеся на любые  четыре соседних члена из последовательности: 
       а) для четных порядковых  номеров (n = 2, 4, 6, …) 
        U 1+n U 2−n  = U  U  + 1 ;                                (2.78) n 1−n

       б)  нечетных поря ко х номе в ( , 5, …
        U 1+n  U 2−n  = U n  U 1−n  - 1.                                 (2.79) 
     Из выражений (2.7
тельности Фи аччи, ост щей и ты сел, произведение крайних ее 

 чисел равно произведению средних чисел плюс или минус единица, где плюс
соответствует четным порядковым номерам чисел последовательности Фибо-
наччи, а минус – нечетным. 
     Для последовательностей Фибоначчи-Люка с членами в генах «1,3», «1,4», 
…, «1, Μ », образованных с помощью выражения (2.1), свойства (2.76), … , 
(2.79) будут справедливы после замены в них чисел  «+1» и «-1», соответствен-
но, на «+5» и «-5», на «+11» и «-11» и т.д., но при условии, что первый член в 
генах («1») имеет порядковый номер  n = 2, а второй член в генах («3», «4», … , 

Μ сла представляют« ») имеет порядковый номер n =3. Заменяемые чи
последовательность ± 1, ± 5, ± 11, ± 19, ± 29, ± 41 и 

ем ож 1 =5 1, 11 19, 1 +10 =2
 т.д. 

 послед сть ащени представить в

т.д., которая формиру-
ется пут  сл ения +4 , 5+6 =1 +8 = 9 9, 29+12 =41 и т.д., т.к. 
приращения образуют последовательность 4, 6, 8, 10, 12 и
     Если овательно  прир й  аналитической форме 

Μ2(m -1), где m = 3, 4, …, , то выражения (2.76),…,(2.79) применительно к по-
следовательностям с генами «1,3», «1,4», …, «1, Μ » можно преобразовать в 
следующий обобщенный вид: 

      U n
2  -  U 1−n

2  = U n U 1−n ± (1+ ∑
Μ

3m

− )1(2 m );                              (2.80) 
=

4  Зак. 50



± (1+ ∑      U n U 2−n  = U n U 1−n 1+

Μ

=

ер, 
ий д: 

−
3

)1(2
m

m ),                                (2.81) 

где перед скобками «+» соответствует четным порядковым номерам членов по-
следовательностей ( n =2, 4, 6, …), а  «–»  – нечетным (n =1, 3, 5, 7,…). Напри-
м для последовательности с геном «1,4» выражения (2.80) и (2.81) преобразо-
вываются в следующ  ви

      U n
2  -  U 1−n

2  = U n U 1−n ± (1+ ∑ −
4

)1(2 m ) = 
=3m

      =U n U 1−n ± (1+2(3-1)+2(4-1))=U n U 1−n ± (1+4+6)=U n U 1−n ± 11;   (2.82) 

       U 1+n  U 2−n  = U n U 1−n ± (1+
4

∑
=

− )1(2 m ) = U Un 1−n ±
3m

11.                (2.83) 

я п оват  Люк , 4, 7, 11, 18  с 
(2.80) и (2.81) выглядят следующим образом: 

U

      Дл ослед ельности а 1, 3 , … геном «1,3» выражения 

       U  - U 1−
2  = U 1n

2
n n −n ± 5;                                (2.84)               

       U  U  = U U ± 51+n 2−n n 1−n .                                 (2.85) 

ом виде выглядит следующим образом: 
                                 (2.86) 

      Из выражения (2.86) следует, что для любой усеченной последовательности 
 чис щью ), пр

крайних ее чисел равно разности между квадратами большего и меньшего сред-
ел
 про ерки сти ажения (2.86) его часть

U U =U
ре ало к ть. 
менее и  свой  рекуррентных оследо

ельностей 
Люк

      
 

      В формулах (2.80) и (2.81) относительно знаков равенства правые части рав-
ны между собой. Если приравнять эти формулы, то получим очередное свойст-
во для рекуррентных последовательностей, образованных с помощью выраже-
ния (2.1), которое в формальн
       U - U n = U 1+n  U             n

2
1−

2  2−n .

из четырех ел, образованной с помо выражения (2.1 оизведение 

них чис . 
      Для в  истинно выр  левую  относительно 
знака равенства преобразуем с помощью формулы сокращенного умножения в 
следующий вид: 

2 2       U  - U  =(U + )(U 1+n U 2−n ,                          (2.87) n 1−n n 1−n n - 1−n )
что и т бов сь до аза
      Не нтересны ства  п вательностей, образуе-
мых с помощью выражения (2.1), отражающие закономерную делимость без 
остатков  чисел этих последовательностей на делители из этих же последова-
тельностей. 
      В качестве примеров, запишем общие выражения для последоват
Фибоначчи и а: 
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        а) свойство делимости для последовательности Фибоначчи 

     n

mn

U
U ⋅ ,  при  n =3, 4, 5, … и  m = 1, 2, 3, …;                                            (2.88) 

      б) свойство делимости для последовательности Люка 

n

nU 3 ,  при  n =
U

е соот тственно,  последовательностей Фи-
     

 2, 3, 4, 5, …,                                                               (2.89) 

на, ве для

чи-Люка. Кроме того, если делить любую из последова-
ностей Фибоначчи-Люка на числа  n = 2, 3, 4, 5, … , то будут образовывать-

л с периода-
 2, 3, 4,…). На-

пример, по
 им

щаться относительно 
В случае деления этих 

последо  реку    
«0, 1, 1, ка им

где n – порядковый номер чл
mбоначчи и Люка, а   – текущий индекс, определяющий порядковый номер де-

лимого n числа из последовательности Фибоначчи. Для проверки свойств дели-
мости первые 30 чисел из последовательностей Фибоначчи и Люка приведены в 
табл. 2.4. 
     Аналогичным образом как для последовательностей Фибоначчи и Люка мо-
гут быть определены свойства делимости для других обобщенных последова-

ностей Фибоначтель
ельт
ся  остатки от деления, образующие циклические рекурренты чисе
ми и наборами чисел, зависящими от выбранного делителя (n =

при делении на число «3» любой из следовательностей Фибоначчи-
Люка еет место цикличная рекуррента «0, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1», которая приме-
нительно к конкретной последовательности может сме
первого числа в «гене» не более чем на 7 тактов (чисел). 

вательностей на число «2» всегда образуется цикличная ррента  
» так как в каждой из последовательностей Фибоначчи-Лю еет ме-

сто чередование одного четного числа с двумя нечетными. 
     В процессе решения задач с использованием линейных рекурсивных алго-
ритмов требуется изначальное определение аналитических рекуррентных вы-
ражений, позволяющих производить замену нелинейных рекурсивных алгорит-
мов на последовательность линейных процедур и вычисления отношений меж-
ду соседними числами вновь формируемых последовательностей для возведе-
ния в любую степень «золотой» пропорции. 
     Для доказательства правомочности подобного умозаключения остановимся 
на преобразованиях последовательностей Фибоначчи-Люка, приводящих к 
формированию других последовательностей с соотношениями соседних чисел в 
пределе их роста, равными членам «золотой» ГП. С этой целью, упустив  про-
межуточные выкладки, приведем выражение для определения требуемого  n-го 
члена U n ( mФ ) для  любой из обобщенных  последовательностей Фибоначчи-
Люка, как преобразованной, так и не преобразованной в соответствии с требуе-
мым членом «золотой» ГП  mФ , где   m = 1,  2,   3, … - степень, в которую воз-
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водится «золотая» пропорция Ф .  Это выражение выглядит следующим обра-
зом: 
       U n ( mФ ) = U )(Лm  U 1−n ( mФ ) ±  U 2−n ( mФ ) ,                              (2.90) 
где "+" – при  m = 1, 3, 5, … ; "–" – при  m = 2, 4, 6, …; n = 3, 4,    5,… – порядко-
вый номер определяемого члена последовательности; U )(Лm  – число из после-
довательности Люка 1, 3, 4, 7, 11, 29, … с порядковым номером, соответствую-
щим степени  m = 1, 2, 3, …; ( mФ ) – аргумент функций U n , U 1−n , U 2−n ; 

U 1−n ( mФ ) и U 2−n ( mФ ) – два известных соседних члена формируемой после-
довательности. Например, используя выражение  (2.90) для определения чет-
вертого числа (n = 4) в преобразованной последовательности Люка с аргумен-
том ( mФ ) = ( 3 = 4,236 …), получим U 4 ( 3Ф )= U )(3 Л  U 3 ( 3Ф ) + U 2 ( 3Ф ) = 

=4⋅29 + 7 = 116 + 7  =123, т. е. последовательность 7, 29, 123 с соотношением 
123/29 ≈ 29/7 ≈ 3Ф . 
     Если преобразовать выражение  (2.90) в другой вид и взять пределы, то по-
лучим

Ф

  формулу, являющуюся огом выражений  (2.73), (2.74) и (2.75), т.е. 

 = 

 анал

      U lim)(Лm
∞→n )(1

m
n ЦU −

)m
nU (Ц

 ±
∞→n

lim
)(1

m
n ЦU −

)(ЦU  =2
m

n−  mЦ  ± mЦ ,                  (2.91)  

где «–» – при m = 1, 3, 5, …  и «+» – при  m = 2, 4,  . Например, для 
m = 1, …, 5 с помощью выражения  (2.91) образуется усеченная последователь-
ность Люка 1, 3, 4, 7, 11, так как U )  = 1

6, …               

(1 Л Ц - 1Ц = 1;  U )(2 Л  = 2Ц + 2Ц = 3;  

U )  = 3 3Ц = 4;  U )(4 Л  = 4Ц + 4Ц = 7;  U )(5 Л  = 5Ц - 5
(3 Л Ц - Ц = 11. 

 
 Таблица 2.4 

Первые 30 чисел из после остей довательн
Ф боначчи Люка и

n U n , то есть nF   n U n , то есть nL  
1 1 1 1 
2 1 2 3 
3 2 3 4 
4 3 4 7 
5 5 5 11 
6 8 6 18 
7 13 7 29 
8 21 8 47 
9 34 9 76 
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10 55 10 123 
11 89 11 199 
1 4 12 3222 14  
13 233 13 521 
14 377 14 843 
15 13610 15 64 
16 98 2207 7 16 
17 1597 17 3571 
18 2584 18 5778 
19 4  9  181 19 349
20 6  15 7 765 20 12
21 10946 6 21 2447
22 17711 3 22 3960
23 28657 6  23 4079
24 46368 10 2 24 368
25 7  16 1 5025 25 776
26 12 3 7 3 139 26 2 144
27 19 8 3 4 641 27 4 920
28 31 1 7  781 28 10647
29 51 9 11 1 422 29 4985
30 8  18 8 32040 30 6049

  
     Не менее важным прик м аспектом в п ессе решения р   яв-
ляется едура быстрог ождения частн  в послед ьностях, 
которая  к едовательностя ибоначчи-Люк ет быть 
выраже ерез простейш литическую формулу: 
       S M) = U N, M ,                            (2.92) 
где n =  3, … – поряд  номер частной мы и индекс з после-
довател и , (N, M) – нты функций в е первого (N 3, …) и 
второго  = 1, 2, 3, …) из генов последовательности Фи и-Люка. 
Так, на ер, для после ьности Люка ном «N = 1, M  n = 10 
выраже .92) преобра в следующий в
       ) = U 1, 3 322 – 3 = 319 .                        (2.93)  
Если пр ммировать пе ять членов по овательности 1 + 3 + 
+ 4+7 +  18 + 29 + 4 123, то получ результат, со ующий 
(2.93). 
     В качестве другого п разуем на о е гена «N = после-
довател  Фибоначч 3, 8, 11, 19 , 49, 79, 128 , 542 с 
слом   n = 12, а мощью выра  (2.92) опред  
мму для первых десяти ее членов (n = 10): 

ладны роц яда задач
проц о нах ых сумм овател
 применительно  посл м Ф а мож
на ч ую ана
(N, 

2+n
(  M) –      

 1, 2, ковый  сум чисел и
ьност
  (M

аргуме
членов 

 вид  = 1, 2, 
боначч

прим довател с ге  = 3» и
ние (2 зуется ид: 

n

S 10 (1, 3 12 ( ) – 3 =                      
осу рвые дес след  Люка    
11 + 7 +76 + им  ответств

римера, об снов 5, M = 3» 
ьность
членов

и-Люка 5, 
затем с по

, 30
жения

, 207, 335
елим частнуючи

су
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       S 10 (5, 3) = U 12 (5, 3) – 3 = 542 – 3 = 539.                               (2.94) 
     Для проверки на соответствие полученного результата в (2.94) действитель-
ному значению, осуществим суммирование первых десяти членов рассматри-

й  ном «5, 3»:    5 + 3 +ваемо последовательности    с  ге  8 + 11 + 1 49 + 
+79+1 8 + 207 = 53 Полученная ко ольная умма совпала с рас м зна-

9 + 30 + 
2 9. нтр  с четны

ние (2.95) преобразовывается в следующий вид: 

+ 18 + 29 + 47 + 76 + 123 =        
  1 2

 этих 
й  п су

пользовании. Собствен-
е р

чением в (2.94), что еще раз подтверждает справедливость выражения (2.92). 
Процедура быстрого нахождения частных сумм квадратов чисел для последова-
тельностей Фибоначчи-Люка может быть выражена следующим образом: 
       S )2(

n (N,M) = U n (N,M) U 1+n (N, M) – N(M – N) ,                              (2.95) 
=  где n  1, 2, 3, … – порядковый номер частной суммы и индекс чисел из после-

довательности, (N, M) - аргументы функций в виде первого (N= 1, 2, 3, …) и 
второго (M = 1, 2, 3, …) членов из генов последовательности Фибоначчи-Люка. 
Так, для последовательности Люка (табл. 2.4) с геном «N = 1, M = 3» и n =10 
выраже
        S )2(

10  (1, 3) = U 10 (1, 3)⋅ U 11 (1, 3) – 1(3–1) = 123⋅199 – 2=24475.  (2.96) 
Если, например, просуммировать первые десять квадратов чисел последова-
тельности  Люка (1 2 + 3 2 + 4 2 + 7 2 + 11 2 2 2 2 2 2

=1 + 9 + 16 + 49 + 21 + 324 + 841 + 2209 + 5776 + 151 9 = 24475), то получим 
результат соответствующий (2.96), что подтверждает справедливость выраже-
ния (2.95). 
 

В процессе анализа и  синтеза отдельных элементов телекоммуникационных 
сетей в качестве математических моделей в последнее время стали находить 
применение последовательности типа Фибоначчи-Люка [2], которые имеют не-
посредственную взаимосвязь с «золотой» пропорцией [4]. Следовательно, воз-
никла целесообразность проведения исследований простейших свойств
последовательносте . Решение одобного рода задачи щественно упростится, 
в случае, если взять за основу известные простейшие свойства   последователь-
ности Фибоначчи [30] с целью возможного их обобщения применительно к  
последовательностям типа Фибоначчи-Люка,  образуемых не только на основе 
натуральных чисел, а и на основе действительных чисел, что делает получен-
ный математический аппарат более универсальным в ис
но, пер ход от нату альных чисел к действительным числам является той раз-
ницей ежду последовательнос ями Фибоначчи-Люка и последовательностями  м т
типа Фибоначчи-Люка [48]. 

Свойство 2.1.  Для суммы п рвы  n чи ел по ледов тельности типа Фибо-
наччи-Люка: 

U
n

i −=∑

е х с с а

n
i

+
=

.                                                                                       (2.97) 22
1

UU
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Свойство 2.2.  Для суммы чисел последовательности типа Фибоначчи-Люка 
с нечетными номерами: 

2121231 ... UUUUUU nn −+=+++ − .                                                      (2.98) 
Свойство 2.3.  Для суммы чисел последовательности типа  Фибоначчи-Люка 

с четными номерами: 

112242 ... UUUUU nn −=+++ + .                                                               (2.99) 
Свойство 2.4.  Для суммы квадратов  чисел последовательности типа Фибо-

наччи-Люка: 

211
2

2 UUUUU nn

n

i
i −= +

=
∑ .                                                                           (2.100) 

Но из-за чего сохраняется для последовательностей  типа  Фибоначчи-Люка 
закономерность (2.59), аналогичная закономерности (2.4) для последовательно-
сти

 суммы двух предыдущих чисел в соответствии с рекуррентным 
правилом (2.1), при п = 3, 4, 5
числа («ген») из форми

 Фибоначчи (2.2)? Чтобы ответить на этот вопрос понаблюдаем за динами-
кой изменения

, …,  где 1U  и  2U  - первые два действительных 
руемой  последовательности  типа  Фибоначчи-Люка: 

 ;11 12123 UUUUU +=+=  

 2UUUU ;1 12234 U+=+=  

       ;23 12345 UUUUU +=+=  

       5UUU ;3 12456 UU +=+=  

       ;58 12567 UUUUU +=+=  

       12678 813 UUUUU +=+=  и так далее, что равносильно следующей за-
писи: 

       1221 UFUFU nnn −− += ,    п = 3, 4, 5, ….                                                  (2.101) 

      С учетом (2.101) по аналогии с (2.59), при ni = , запишем: 

       Ф
UFUF
UFUF

U
U

ii

ii
i

ji

ji

i
==

+
+

=
−−

−−

∞→
−

∞→
618limlim

1322

1221

,1

, .                               (2.102) ...,1

Следовательно, оказывается, что в независимости от выбора изначальной пары 
действительных чисел и  гена») всегда в пределе роста числа итера-

 (при получается « лотая» пропорция а степень быстроты 

 
 1U  2U  («

ций зо∞→i ) Ф , 
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этого приближения зависит от степени взаимного отличия между и   .  

как при

 1U  2U
 UUU == 21  формула (2.101) упрощается к виду: 

nnn =

Так 

       UFF nnnFUUFUFU +=+= −− (21  

етом этого, по аналогии с (2.59) и (2.102), при

−− )21 , п = i = 3, 4, 5, …. ,(2.103)

то с уч  ni = , запишем: 

Ф       
FUFU i

i
i

i
ji

i
−

∞→
−

∞→
−

∞→
11,1

Fi === ...618,1lim .                              (2.104) 
UFU iji = limlim ,

      В выражении (2.104) получено классическое отношение двух соседних чи-
2.4) из последовательности Фибоначчи (2.2), кот

тематики,  имеет наилучшую скорость приближения к «золотой» пропорции
сел ( орое, как известно из ма-

 Ф  
в пределе роста числа итераций  (при ∞→i ) [4]. 

 

1.3. Матричные аналогии в представлении                              
последовательностей типа Фибоначчи-Люка                        

и «золотой»  геометрической прогрессии в их взаимосвязи

 

2.              
                   

 

оследовательности типа Фибоначчи-Люка, как 
 и по  упро-
бое м гебры из-

вестно следующее уравнение для нахождения троек попарно перпендикулярных 
венных векторов [49]: 

       ,                                                   (2.105) 

     П было показано ранее, имеют 
взаимосвязь с «золотой» пропорцией и «золотой» ГП  своей степени
щенности в формализованной записи занимают осо есто. Из ал

собст

0)()( 2
1222112211

2 =−++− aaaaaaa
где 2211, aa  и 2112 aa =  – элементы симметричной матрицы 

       2,1,, == jiaA ij ,                                                                              (2.10 )      6

 корнями 

       

с

 

.
2

     Из выражения (2.106) видна взаимосвязь между симметричной матрицей с 

det4()(

(
)(

2112211

2,1

Aaaaa

Аa

−+±+
=

=
 (2.107) 

)2

2
)(4)()

2

2
122211

2
22112211 aaaaaaa

=
−−+±+
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2112 aa =  и формулой 2
2

1 ++ += nnn UUU , так как определитель (детерминант) 
этой матрицы 

                                                             (2.108) 
что н ожению элементов квадратной матр
поря

2
122212det aaaA −= ,                            

равноцен о распол ицы в следующем 
дке: 

222112

112 +=
= n

n a
Ua

A 11

++ ==
=

nn

n

UaU
Ua

.                                                         (2.109) 

     Так как характеристическое уравнение симметричной матрицы (2.109) имеет 
только вещественные корни, то в результате исследования возможностей пред-

ения трех чисел из множества последовательностей Фи юка в 
матричной форме, получены доказательства их взаимосвязи с «золотыми» ГП 
[18]. В тоже время, оказалось, что наиболее ярко выраженную взаимосвязь с 
«золотой» ГП вида (2.31) имеют последовательности Фибоначчи и Люка [4], 

 более подробно остановимся на матричной форме представления этих 

 

ичная форма представления последовательности Фибоначчи 

ка (2.109) выделим частный случай этого представления примени-
тельно к последовательности Фибоначчи: 

    

ставл боначчи-Л

поэтому
двух последовательностей [18]. 

2.1.3.1.  Матр

 

     Исходя из общего матричного представления последовательностей Фибо-
наччи-Лю

  ... ,1 ,0,
21

1 ±==
++

+ n
FF
FF

A
nn

nn
Fn

.                                                            (2.110) 

а q, так как 

     Для определения детерминанты матрицы (2.110) необходимо использовать 
выражение: 

      ,...1,0,)1(det 12
22 ±=−=−= +

++ nFFFA n
nnnFn

.                                  (2.111) 

      Этот детерминант в характеристических уравнениях вида 02 =±± qpaa  
выполняет роль свободного член

58



      

,0)1()(

)()(
1

2
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2
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=−++−=
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+

+++

+

n
nn

nnnnn

Fnn

aFFa

FFFaFFa
n

                                                          

det)(2 =++− AaFFa

с корнями 
 

      
.

2
22 ++= nnnn

             

)1(4)()(
2

)(4)()

det4)()(
)(

12

2
12

2
22

22

+

++++

++

−−+±+

=
+−+±

=

=
−+±+

=

n

nnnnnn

Fnnnn

FFFF
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         Если поочередно подставлять тройки чисел из последовательно
Фибоначчи в выражение (2.113) в направлении возрастания или убыва

то получится взятая по модулю

       

2

(
22,1

+n

F

FF

n

пени  «золотая» ГП   ... ,1,0 ±=n , 

)(2,1
)1(

nF
n AxФ ≡+± ,                                                                               

 « ±где в обозначении » в дальнейшем необходимо понимать: когда «+
числа Фибоначчи и Люка положительные, а когда «–»,  то  эти числа в 
вательностях знакочередующиеся. 

     Например, при п = 1, F1 = F2 = 1 и F3=2 (табл. 2.4), используя (2.112) 
матрицу 

      
21
11

32

21
1

==
FF
FF

AF                                                                            

−=с детерминантом ,)1(det
1FA  который совместно с числами Фи

подставим в формулу (2.113) и получим 

2

2
2 534)21()2 ±−+±+

       2,1
1(

)(
1

±=== ФAa F

где  –  
22

,                      

321 =+=p  и 1=q , что равносильно выч

322
21 =+=+= −ФФaap   и 122

21 === −ФФaaq с помощью кв
го уравнения  

59
(2.112)
    (2.113) 

сти типа 
ния сте-

   (2.114) 

», то все 
последо-

получим 

    (2.115) 

боначчи 

    (2.116) 

ислению 

адратно-



       0132 =+− aa .                                                                                          (2.117) 

     Между числами Фибоначчи и Люка существуют взаимные переходы, одним 
 есть 

    ,                                                                                         (2.118) 

1 = 1 и F3 = 2, то 
е упрощенном виде можно пред-

;                                               

из которых

то есть, например, если F
  12 ++ =+ nnn LFF

1+2=3=L2 (табл. 2.4). Следовательно, с 
учетом (2.118) формулы (2.112) и (2.113) в боле
ставить следующим образом: 

                                  (2.119) 

       

0)1( 1
1

2 =−+− +
+

n
n aLa

2
)141)1(

+
++± −±

≈
n

n aФ .                                 (2.120)  

     В свою очер

(
)(

12
1

12
+ −

= nn
F

LL
A

n

едь, формула (2.120) может быть упрощена далее, так как 

1
1 5 +

+ = nF .                                                                      (2.121) 2
1 )1(4+ −− n

nL        

     С учетом (2.121) выражение (2.120) преобразуется в следующий вид: 

       
2

5)( 11
12

++ ±
=≈ nn

F
FLAaФ

n
.                                                   (2.122)  

   Если учесть, что 

)1( +± n

11 )5(lim ++±∞→
= nnn

LF ,            

то в случае увеличения порядкового номера числа из последовательности 
наччи и с учетом обеспечения требуемого зна

лений, выражение (2.122) в приближенном виде будет следующим: 

       

                                                                           (2.123) 

 1+nF  
Фибо чения погрешности вычис-

 )(12 2
11)1( +++± ±

=≈ FAaФ
n

,                                                        (2.124) 

возможны два граничных 
научно-

практический интерес, соответствует числу из последовательности Люка. 

ледует также отметить, что подобног
имеют свою историю, одна из версий которой приведена в работе крупнейшего 

иалиста по системному программированию Д.Е. Кнута [50], 
где прослеживаются следующие мысли и факты: 

nnn LL

где состояния. Одно из состояний демонстрирует 
стремление к нулю, а другое, которое в основном и представляет 

 1+nL  

     С о рода исследования ведутся давно и 

американского спец
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     со

      ,)1(11 nnn FFF −=−−+                                                                      (2.125) 

по смыслу аналогично выражению (2.111),  упоминалось астрономом  
И. Кеплером в одном из писем еще в 1608 году, а впервые оп

отношение 
n        

             
убликовано       

Ж.Д. Кассини в 1680 году; 

рвое сообщение о взаимной связи
последователь

азв

г., а для ее доказательства из-
спользован метод производящих функций, принадлежащий      

Н. Бернулли (1728 г.); 

яду с методом индукц
2

2

     пе  между числами Фибоначчи и алгорит-
мами относится к 1837 г., когда Э. Лежер применил ность Фибо-
наччи при исследовании эффективности алгоритма Евклида, а в 1844 г. Г. Лямэ 
подтвердил этот факт [51], из-за чего отдельные ученые вместо названия «по-
следовательность Фибоначчи»  используют н ание «числовой ряд Лямэ» [52]; 

     в 70-х годах 19 века математик Э. Люка провел глубокие исследования 
свойств последовательности Фибоначчи, дав ей название «числа Фибоначчи»; 

     формула Бине, аналогом которой у нас является выражение (2.75), на самом 
деле была впервые получена А. Муавром в 1718 
начально был и

      нар ии для доказательства справедливости выражения 
(2.1 5) используется матричное тождество  

         ⎟⎟
⎠⎝⎠⎝ −101 nn FF

на основе которого, после вычисления детерминантов обоих частей этого ра-
венства, получается (2.125). 

       

⎞
⎜⎜
⎛

=⎟
⎞

⎜
⎛ +111 nn

n FF
,                                                                           (2.126) 

2.1.3.2. Матричная форма представления последовательности Люка 

 

     Исходя из общего матричного представления последовательностей Фибо-
наччи-Люка (2.109) по аналогии с последовательностью Фибоначчи выделим 
частный случай этого представления применительно к последовательности Лю-
ка: 

... ,1 ,0,
21

       1 ±== + n
LL

A nn .           
++ LL nn

Ln
                                                 (2.127) 

     Для определения детерминанты матрицы (2.127) необходимо использовать 
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выражение: 
2

12 −= ++ LLLA nnnLn

своб
1 =− +n

                                                      (2.129)      

       

       ... ,1 ,0,)1)(5(d 1 ±=−−= + nn .                        (2.128) et
Этот детерминант является одным членом характеристического уравнения 

       5()( 2
2 −++− +nn aLLa 0)1)(

с корнями 

22,1 n

     Подставляя поочередно в формулу (2.130) тройки чисел из последовательно-
сти типа Люка в направлении возрастания или убывания степени, 

=n

)1)(20()()(
)(

12
22

+
++ −−−+±+

=
n

nnn
L

LLLL
Aa .                 (2.130) 

, получим 

n

 ... ,1 ,0 ±

5)( )1(
12

+±≈ n
L ФAa

n
       .                                                                             (2.131) 

     Например, при п = 1, L1 = 1, L2 = 3 и L3 = 4 (табл. 2.4), используя (2.127) полу-
чим матрицу 

       
4332

1 LL
                          (2.132) 

3121 ==
LL

AL                                                   

с детерминантом 
2

1
−=−−=                 2.133) 

вместно с числами Люка подставим в формулу (2.130) и получим 

       

       det LA                                                   (,5)1)(5(
который со

,
2

535
2

)20()41()41(
)(

2

2,1 1

±
=

−−+±+
=LAa                                  (2.134) 

и541 =+=p   5=q ,   что равносильно вычислению 521 =+= aap   где  –  

и 521 == aaq    с помощью квадратного уравнения  

       0552 =−− a .                                                                                      (2.135) a    

     С учетом наличия еще одного взаимного перехода между числами             
наччи и Люка, то есть 

FL ,                                                                             (2.136) 
представим формулы (2.129) и (2.130) в упрощенном виде: 

Фибо когда 

       nL 12 5 ++ =+ nn
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       0)1)(5(5 1
1

2 =−−+− +
+

n
n aFa ;                                                               (2.137) 

       
2
11 ++ nn .                    (2.138)  

     В свою очередь

)1)(20(255
)(5

12

2,1
)1(

+
+± −−−±

=≈
n

L
n FF

AaФ
n

, формула (2.138) может быть упрощена далее,   так как 

       15 +nL .                                                        (2.139)  

     С учетом (2.139) выражение (2.138) преобразуется в следующий вид: 

12
1 )1)(20(25 +

+ =−−− n
nF

       
2

    , что 

55)(5 11
2,1

)1( +++± ±
=≈ nn

L
n LFAaФ

n
.                                          (2.140)  

 Если учесть

15 +nF ,                                                                             (2.141) 1 )5(lim +±∞→
=nn

L

буемого значения погрешности вычислений, 
ула (2.140) в приб

       

то в случае увеличения порядкового номера числа 1+nL  из последовательности 
Люка и с учетом обеспечения тре
форм лиженном виде будет следующей: 

       
2

)(555)(5 111
2,1

)1( ++++±

2
±

=
±

≈≈ nnn
L

n FFFFAaФ 1+n
n

,               (2.142) 

можны два граничных сос
стремление к нулю, а другое, которое в основном и представляет научно-

тический интерес, соответствует числу

рмула 

где воз тояния. Одно из состояний демонстрирует 

 15 +nF . прак

     При необходимости определения членов «золотой» ГП вида (2.31) фо
(2.140) преобразуется к виду  

       
252

555 11)1( +++± =
±

≈ nnn FLFФ

а формула (2.142) к другому виду: 

       

11 ++ ± nn L
,                                       (2.143) 

2
)(5

52
)(5 1111)1( +++++± ±

=
±

≈ nnnnn FFFFФ .                                     (2.144) 

з формул (2.143) и (2.1     И 44) видно, что при ∞→n  их расчетные значения 
приближаются следовательно, приравняем правые части этих фор- к равенству, 
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мул и после упрощения получим выражение 

       11 5 ++ ≈ nn FL ,                                                                                           (2.145) 

отражающее приближение к соответствию с (2.141). 

 

= 2. ли увеличивать число этих 

находя каждое последующее число суммировани-

ем по числу предыдущих членов l ≥ 2, получим бесконечное множество после-
тельностей в соответствии с рекуррентным вы

       

2.1.4. Пропорции и последовательности Фибоначчи-Барра 

     Формирование последовательностей Фибоначчи–Люка предусматривает сло-
жение двух смежных чисел (членов), при l Ес
членов (l > 2), то, задавая на старте формируемой последовательности число 
единиц, равное числу l ≥ 2 и 

дова ражением [53]: 

112)( −−− −= lnnn UUlU ; 1...1 === lUU ,                                           (2.146) 

и соответствующее значению   аргумен-

 (то есть

где )(lU  – есть значение функциn  nU , 

1−< n  1+> ln ), а  Ll , ... ,3 ,2=  та  l –
ости и одновременно их сумма.  

ю (2.146

 число единиц вначале по-
следовательн

     Приведенные выше ограничения к выражени ) не нашли отражения в 
научном издании Г.Б. Шишкова [53], тем более это выражение не работает в 
случае, когда 1−= nl  (то есть 1+= ln ). Для того чтобы формула  (2.146) 
работала в полном объеме необходимо ввести еще одно формализованное усло-

 целью опреде

                                 (2.147) 

которые могут быть вычислены с помощью следующего выражения: 

вие с ления чисел  

       101 +=−− == lnln UUU ,                                               

       lUU
i

iln == ∑
n

=
+=

1
1 ;  1=iU .                                                                    (2.148) 

     Отношения двух смежных чисел в сформированных  последовательностях 
Фибоначчи-Барра с помощью (2.146) и (2.147), при n ∞→  в них, могут быть 
обобщены  на основе следующих двух формул (m = l – 1 = 1, 2, 3, … ): 
     а) для прямых  пропорций  Фибоначчи-Барра 

m
im             q                                               (2.149) ;011

1

=−−+ ∑
=i

mqm
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б) дл атных пропорций Фибонач -Барра 
 

 ;01 =−∑

я обр чи

+1

1=

m     (2.150) 

ропорции и-Барра 

−

i

i
mq                                                        

Что касается определения числа слагаемых  l , которые необходимо брать 
для получения следующего члена в последовательностях Фибоначчи-Барра, 
образующих п  Фибоначч (2.149), то обобщенная формула для 
их определения (формула М. Барра) выглядит следующим образом: 

  
x
х)2log( 1−−l

log
= ,                                                            (2.151) 

где x  – предел отношения последующего члена возрастающей посл
ности к предыдущему. При  l  = 2 получаем первую «золотую» п

едователь-
ропорцию       

18 … = Ф , при  = 
ажении (2.151) пр  целочисленные значения = 1, 2, 3, … , L  о 

q 1 =   l олучаем 1,839 …= q 2  и т.д. Число членов l  в 1,6 3 п
выр инимает  l  тольк
в тех случаях, когда логарифмируемое выражение в числителе (2 – x ) 1− = lx , 
то есть когда формула (2.151) преобразовывается в след ий вид:   ующ

  
xlog

 =  x)2log( 1−−
xlog

 = l .                 
xllog

                                       (2.152) 

 сожалению, М. Гарднер          
Барра (выражение 2.151)  без доказательства [54]. Не зная, каким образом  

оятельно, для чего, подверг-

 log = lo
 2/(1 −

          

 = 1,618…= Ф и   = -0,618… = -

К в одной из своих работ приводит формулу  
М. 
М. Барр получил эту формулу, обоснуем ее самост
нем (2.151) следующим преобразованиям: 

а) g( 2 – x) ; 
б) )x ; 

x l  1−

x l =
в) x l ( 2 – x ) = 1 ; 
г) x 1+l  – 2 x l  + 1 = 0.                                                                  (2.153) 
Например, при l  = 1 корни уравнения (2.153)  x 2,1  = 1, при l  = 2 корни  

x 1 = q 1  x 2 Ц  = - 1

я l рень x  = 1,927…= q     и так далее. 

q Если  = то корень         

x1 = 1,839…= ,   а дл  = 4  ко
л           

 

 

.   l 3, 

 2q 1 3

С едует отметить, что отдельные результаты исследований, которые   
Г.Б. Шишков в научной работе [53] выдает за математическую новацию с при-
своением ей своего имени («числа Фибоначчи-Шишкова») наряду с именем ве-
ликого математика  Фибоначчи, были опубликованы М. Барром около 80 лет до 
опубликования работы   Г.Б. Шишковым [54]. 
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Исходя их этого, вместо коэффициентов пропорциональности (чи е и -
следовательностей Фибоначчи-Шишкова было предложено  ввести термины 
«пропорции Фибоначчи-Барра»  и «последовательности Фибоначч

с л) по
 
и-Барра».  

Такое предложени  моему ию, 
оби  Г.Б. Шишко  как   знал
под

льности Фибоначчи-Пойа 

 
.1  Раскрытие математического смысла 
ий и последовательностей Фибоначчи-Пойа   

 
ед т  к  подо е ому рыти матем
про рций Фибон лоты обобщенных ) 

ьностей ч
нач ст л
а о о е

чи» – порция   «  выраже-
Э м  в ских мо-

дел с

е, по  мнен становится более справедливым и не в 
ду ву, так  он не , по всей видимости, о существовании 
обных результатов исследований и повторил научный путь М. Бара              

[2, 4, 17]. 
 

2.1.5. Пропорции и последовате

2.1.5
пропорц

Пер ем ак йти к непосредств нн раск ю атического  
смысла по аччи-Пойа (р – «зо х» сечений и 
последовательностей  Фибоначчи-Пойа (последовател  р – исел Фибо-

чи), в ряде работ обращено внимание на возможно ь поиска д я них инва-
ри нтных  математических м делей по принципу: «п следоват льность р – чи-
сел Фибонач  «про  – корень уравнения» – аналитическое
ние» [2, 4, 6]. ти систе ные свойства  виде инвариантов математиче

ей получены с помощью известного рекуррентного оотношения [35, 36]: 
       lnnn UUlU −−− += 11)( ;  1...1 === lUU ,                                             (2.154) 

где )(lUn  – есть значение функции nU , соответствующее значению аргумента  

≤l 2−n  (то есть 2+≥ ln ), а  Ll , ... ,3 ,2 ,1 ,0= . Например, при l  = 0 фор-

мируется классическая ГП вида  l2 : 1, 2, 4, 8, 16, 32, … . 

     Отношения двух смежных чисел в сформированных  последовательностях 
Фибоначчи-Пойа с помощью выражения (2.154), при n ∞→   в нем, могут быть 
обобщены  в виде коэффициентов пропорциональности на основе следующих 
двух формул (m = l = 0, 1, 2, 3, …, L): 

а) для «прямых» p-«золотых» пропорций (сечений)  
1+m

mP  (2.155) 
б) для обратных p-«золотых» пропорций (сечений) 

1)1( =−−
+

+−
m

m
m PP                 (2.156) 

В плане применения  для реше-
ния

01 =−− m
mP ;                                                                                 

0 .                                                       1
 данных коэффициентов пропорциональности

 

 ряда практических задач точность их может определяться условиями задачи 
и используемыми вычислительными средствами, что не скажешь о возможно-
стях известных целочисленных методов. 
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Так, например, для  Р7 последовательность р – чисел Фибоначчи  приобре-
тает следующий вид: 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 14, 18, 23, 29, 36 и 
т.д.  Коэффициент пропорциональности для этой последовательности в прямом 
отношении определяется как ,7...232,1lim р

U
Un ==

∞→
 а в обратном отноше-

1n n−

нии – 
7...811,0lim 1 р

U
Uкак

n n∞→
7
7

8
7 −− РР =5,309…–4,309…–1=0, а с помощью (2.156) получи   

n ==− .155) получим  

м

, тогда с помощью (2

1

17
8

7 −+P =0,188…+ 0,811…Р – 1=0. 

ы квадратов суммы и разности 
ий и взаимосвязи  

рциями 

иноминальных (двучлен-
ны ч взве тва, энергии и 
инф

+ ;                                 (2.157) 

b» вместо «b» и последу
овке слагаемых их сумма

тике этот закон не всегда применим, то довольно часто прих  заниматься 
о дое из ни

азличие  в рамках иссле-
а й оценки вклада 

каж
 также для учета закона развития, це-

лесообразно осуществить ранжировани  элементов с введением количествен-
ных мер или весовых коэффициентов. рименительно к биномам, которые ис-
пользуются , с це-
лью со едует 
обозна  через 

В случае, когда в формулах (2.155) и (2.156) m = l = 1, то получим решения 
в виде классических «золотых» сечений.  

 
 

2.1.5.2.  Прикладные аспект
 членов бинома с учетом их гармоничности сочетан
  ис пропорциям  Фибоначчи-Пойа  и «металлическими» пропо

 
В процессе решения большинства практических б
х) зада шивания или сравнительной оценки для вещес
ормации, в простейших случаях приходится использовать математические 

модели в виде формул сокращенного умножения для квадрата суммы и квадрата 
разности: 

 222 2))(()( ababababa +=++=+ b
 222 2))(()( bababababa +−=−−=− .                                  (2.158) 
Переход между суммой (2.157) и разностью (2.158) осуществляется после 

подстановки в (2.157) члена «– ющих преобразований. 
Учитывая, что при перестан  не меняется, а на прак-

 одится
сортировк й и ранжированием слагаемых, т. к. каж х имеет определен-
ное физическое или качественное р  и определенный вес
дуемой целостной системы. Следов тельно, для количественно

дого элемента (слагаемого) в поддержание (сохранение) целостности систе-
мы или в разрушение этой целостности, а

е
П

 в качестве моделей для взаимодействующих бинарных цепей
хранения физического смысла решаемых практических задач сл
чить элемент с большим положительным весовым коэффициентом

67



« a », а с меньшим – через «b », где  состоянием равнозначности между ними 
будет следующее условие: 

  a=b;   0<a < ∞ .                                                                                        (2.159) 
Дальнейшее упрощение биномов (2.157) и (2.158) производится следующим 

образом: 
 22 )1(( xa + ;               (2.160) ( ) 2222 )/1()/1() abaababa =+=+=+

−=

                                                                             (2.164) 

 q ≤ 1 или 1/2 ≤  p ≤ 1.                                              
нализ формулы (2.161) позволяет отыскать ее структур

фо у  (2.161) под подразумевать целостность бинарной 
     

определяется как 

лебательная (резонансная) система обладает в случае выполнения сле-
дую

 ( ) 222 1()/1() aabab −=−=− 222 )1()/( xaaba .               (2.161) 
где а2 – коэффициент масштабирования, а b/a=x – относительный весовой ко-
эффициент. 

Относительный весовой коэффициент имеет верхнюю границу хв=1 в усло-
вии равнозначности (2.159) и нижнюю границу   хн=0, при a >> b. 

Работая с вероятностными моделями или с процентными соотношениями, 
чаще всего, приходится ограничиваться шкалой 0÷1,0 и (или) 0÷100 %. Причем, 
для бинарных систем достаточно определить вероятность одного из двух со-
стояний, например q, а затем определить вероятность другого состояния р, как 
разность 

  1 – q = р.                                                                                   (2.162) 
     Условием равнозначности для выражения (2.162) есть 

  p = q = 1/2 = 0,5,                                                                                    (2.163) 
а это значит, что при решении ряда практических задач достаточно строить ма-
тематическую модель состояний с выполнением условий 

 0 ≤ p ≤ 1/2,                     
 0 ≤ q ≤ 1/2,                                                                                                 (2.165) 

а затем, используя формулу (2.162), соответственно, вычислять  
/2 ≤ 1                      (2.166) 

А ную взаимосвязь с 
 a  рм лой (2.162). Если в

системы (Ц), а под b  – ее меньшую часть (m – минор), то большая часть  
(М – мажор) 

 М=Ц–m.                                                                                            (2.167) 
Преобразуем выражение (2.161) к следующему виду: 
 2222222 )1()/1()( рЦqЦЦmЦmЦ =−=−=− ,                       (2.168) 

где Ц2 – коэффициент масштабирования и m/Ц = q – относительный весовой 
коэффициент, находящийся в пределах (2.166). 

Из физики известно, что наибольшей чувствительностью («гармонично-
стью») ко

щего среднегеометрического условия: 
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 кГц)( 2/1fff ⋅= ,                                                     вн0                           (2.169) 

бол
сть

где

где f0,  fн и fв, соответственно, резонансная, нижняя и верхняя частоты. 
Из современной математики известно [55], что под «золотым» делением (се-

чен необходимо понимать такое его делениеием) отрезка  на две части, чтобы 
ьшая из них (М – мажор) была среднегеометрической между меньшей ча-
ю (m – минор) и длиной целого (всего) отрезка (М + m = Ц): 
 ( ЦmМ ,                                    (2.170) 2/1)⋅=                                                      

 с позиции теории резонанса в0в fffМ ∆=−= , нн0 fffm ∆=−=  и  

fffЦ ∆=−= нв , соответственно, верхняя, нижняя и общая полосы пропус-
кания резонансной системы. 
     Если в левую часть выражения (2.167) подставить формулу (2.170) и обе час-
ти 

                       (2.171) 
     ак как левые части в (2.168) и (2.171) равны, то соста

                                    (2.172) 

этого равенства возвести в квадрат, то получим 
 mЦmЦ ⋅=− 2)( .                                             
Т вим на их основе ра-

венство и после преобразований получим уравнение 
 03 22 =+− ЦЦmm                               

с корнями: 

 ЦФЦЦm ⋅==⋅
+

= 2...618,253 ;                                     (2.173) 1 2

 ЦФЦЦm ⋅==⋅= 2
2 ...381,0

2
.                                    (2.174) 

     Иногда уравнение (2.171) встречается в следующей записи: 

 

− 53

ФmЦm
==

−
= ...618,0 .                                   

ЦmЦ −
            (2.175) 

)  его большую част ), Если разделить отрезок (M+m на ь (М а затем эту боль-
шую часть разделить на меньшую часть (m), но с соблюдением равенства между 
отношениями, то получим «золотую» пропорцию: 

 ФMmM
===

+ ...618,1 ,                      
mM

                                (2.176)  

 
так как уравнение  

 022 =−− mmMM                                                                    (2.177)
имеет «золотые» корни: 

mФmmM =
1

⋅==
+ ...618,1
2

5
3 ;                                           (2.178)  
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mФmmM ⋅−=−=
−

= ...618,0
2

51
4 ;                                             (2.179) 

MФMMm ⋅−=−== ...618,1
23 ;                  −− 51               (2.180) 

 

 MФMMm ⋅=== ...618,0
24 .                                    (2.181) 

В случае, когда в формулах (2.172), (2.174) и (2.175) целая часть Ц=1, то бу-
дем

+− 51

и B в крайнем и среднем от- меть классическое деление в точке К отрезка  A
е ии (рис. 2.1), где большая часть этого отрезка нош н

 Ф== ...618,0 .                                     (2.182) 
 на рис. 2.1 – это дуги, проведенные, соответственно, 
Ф−= 1 2

22
K

отое» или «гармоничное» деление (сече-
ние  м

mЦМ −=
Кривые линии DB и D

из центров С и А. Следовательно, «зол
) ожет быть выражено через пропорцию: 

Ф
m
М

М
=== ...618,11

2

2

2

.             

о ого соотношения частей бинома в бинар-
ной  (2.171), при Ц=1, гармоничность частей для биномов с произволь-
ной натуральной степенью может быть определена в строгом соответствии со 
значением этой степени. Следовательно, если
гар оничного соотношения отрезков на рис. 2.1
    

                                              (2.185) 

33 (2.186) 
словие (2.185) выполняется

ют значениям обратных  p-"золотых" сечений (2.156), т.е. когда 

                                              (2.183) 

П  аналогии с моделью гармоничн
 системе
 

 в бинарной системе условием 
м  является 
  2

2
2
22 )1( mMm −== ,                                                                (2.184) 

то для биномов с произвольной натуральной степенью n=1, … , N должно вы-
полняться следующее обобщающее правило: 

 nn mM )1( −== .                  nnn

Например, для бинома с п = 3 (в кубе) выражение (2.185) примет следующий 
вид: 

 33 )1( mMm −== .                                                                 

m

3

У  в единственном случае, когда Мп  соответству-

 npn PPM == ,                                                                            (2.187) 

где п = р+1, р = 0, 1, 2, … ,∞  (табл. 2.5). 
Кроме исследуемой гармонической закономерности (2.185) имеет место еще 

одно из математических свойств, которое выглядит следующим образом: 
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)1/(1/1 −

⎞⎛⎞⎛
np

mm
⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

=⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

==
n

n

n

n
nn MM

PM .                                           (2.188) 

 
Произведем биноминальное разложение правой части в формуле (2.185), на-

приме 2р, для п = 1, 2, 3, 4, и т1 = 0,5, т2 = 0,381…=Ф , т3 = 0,317… и т4 = 
0,2 …75  (табл. 2.5): 

 11
1

1 2/12/111)1( mmm ==−=−=− ; 
 ;...381,02121)1( 4222

2 ФФФmmm ==+−=+−=− 222 m  
 32 ...317,033( mmmm ==−+ ; 

2 =
3 1)1 m −=− 3333 3

 4
4
4

3
4

2
44

4
4 ...275,04641)1( mmmmmm ==+−+−=−   и т.д. 

 

1=Ц

ФМ =2
2

2 Фm =

ФМ =2

2/Ц

С

2/Ц

В

К
А

атные p-«золотые» пропорции сечения),  определяемые с помо-
их аналитических в ажений (2.156). Следовательно,  снижение 

D

 
Рис. 2.1 

 
Из разложения видно, что по мере увеличения степени для гармоничных би-

номов возрастает сложность вычисления значений тп. Учитывая, что 
 nn Mm = 1 ,                                                                              (2.189) 

где  М
−

п – обр  (
щью простейш ыр
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значения меньшей части тп гармоничного бинома (2.185) по мере увеличения 
степени п = 1, … , N происходит по закону обратных p-«золотых» пропорций в  
п-степени ( )n

n
n

n MP = , а увеличение большей части Мп – также по этому зако-

ну, но в 1/п–степени, т. к. n
nnn mmM /11 =−= . 

В большинстве решаемых задач по упрощению матем атических моделей 
стараются представить объекты исследования в целостном (единичном) виде  
(т. е. Ц=1), но иногда  встречаются задачи, когда Цi=2, … , N  и формула (2.185
становится частным случаем следующего обобщающего выражени
ния гармоничного соотношения частей бинома в б е: 

  
) 

я для описа-
 инарной систем

 01 =−⎟⎟
⎠i

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− п

i

n

n

n

ЦЦ
m .                                                                 (2.190) 

 
 

а 2.5 

m

Таблиц

р п kn PM =  n
nn Mm =   

Аналитические
выражения  дл

ета M
 

n

nM +
m+

 
я 

расч   
nM  n

n

nm =

/1=

0 1 0,5 0,5 =−+МM  1,0 011
1
1 2,0 

21 2 0,618…=Ф  0,381…=Ф  1,0 0122 =−+МM 1,618≈Ф 2  

2 3 0,682… 0,317 1,0 013
3
3 =−+МM  ≈1,465 

3 4 0,724… 0,275 1,0 014
4
4 =−+ МM  ≈1,380 

… … … … … … … 
∞  1,0  0 1,0 01=−+ ∞

∞∞ ∞ МM  1,0 

   

чащ
у 0  

0) принимает следующий вид: 
2 .                                                                                (2.191)    

номерная шкала (сетка) 
отс ет

                  (2.192) 
сопоставима              

пространство). 

 

Так как обратные p-«золотые» пропорции в природных процессах и систе-
мах в явном виде не проявляются (при n = p+1>2), а в основных законах физики 

е всего встречается степень п = 2 и реже п = 3, то главное внимание уделим 
случаям, когда в равнении (2.19 ) п = 1 и 2, при Цi=1, … , N . Тогда при п = 1 
уравнение (2.19

 /1 iЦm =
С помощью формулы (2.191) формируется некая рав
ч а [4, 6]: 

; 2,0; 2,5; …; N/2.                                  0,5; 1,0; 1,5
та шкала Э с прямолинейной разверткой (1-мерное  
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Для 2-мерного пространства справедливо уравнение 

 01 2
2

2

2

2 =−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

Ц
m

Ц
m

i

,                                                                 (2.193) 

преобразуемое в 
 0)12( 2

2
2
2 =++− ii ЦmЦm                                                        (2.194) 

с корнями 

 
22 )2,1(

ii= .                                            )41(12 2/1ЦЦ +±+m       (2.195) 

 с помощью формулы (2.195), при 
Ц =

 [2
 коэффициенты 

пре х  чисел (pi = 3
11, 1, 4, 9, 16, 

q          (2.196) 
3,…  – порядковый номер, откуда

В табл. 2.6 приведены результаты расчетов
i 1, … , 5, где проявляется взаимосвязь этих корней 

)2,1(2m  уравнения (2.194) с 

"металлическими" пропорциями , 4, 6]. 
В приведенных квадратных уравнениях (табл. 2.6)   вторые
дставлены в виде последовательности нечетны целых , 5, 7, 9, 
…), начинающейся с числа 3, а свободные члены (qi = 25,  …) 

формируются с помощью следующего рекуррентного выражения: 
 ii pq +=+1 ,                                                                    i

 iii qqp −= +1 . где i = 1, 2, 
Б х квадратных уравнений в табл. 2.6, есть уравнение, 

) при Ц
азовым, из приведенны

полученное на основе (2.194  
ква

1=1. Корни этого уравнения соответствуют
драту «золотой» пропорции ( 2

2 )1(
Фm = ) и его обратному значению 

( 2
2 Фm = ). 

)2(

Если обозначить первые корни в (2.195) через 2
2 )1(

xm = , где 
2/1

2 )(
)1(

mx = , то для вычисления «металлических» пропорций будет справед-

лив
  

с корнями 

о уравнение 
 02 =−− iЦxx                                                                           (2.197)

 
2

)41(1 2/1

2,1
iЦx +±

= .                                                               (2.198) 

р о еПроизведенное анее биномиальное разл ж ние правой части в формуле 
(2.185) позволило получить однозначный набор биноминальных коэффициентов 
в каноническом представлении  (x+y)п  через формулу бинома Ньютона. 

Образуемый на основе биноминальных коэффициентов арифметический 
треугольник чисел (треугольник Паскаля) в каждой строке имеет количество 
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коэффициентов, а значит, и членов биноминального разложения, всего на один 
больше от натуральной степени бинома. 

Будучи симметричным, при переходе к очередной строке, классический тре-
уго ьник Паскаля (∆0-Паскаля) имеет сумму чисел в п-строке равн п

,2=S nn            ) 
что авнознач рова след ччи          
(1, 2, 4, 8, …) при р = 0, и образ -«золо ко-
то овременно является «серебрян й» проп = 2,

Классический ∆0-Паскаля (табл. 2.7), где ∆0 ) тре-
уго , обладает бол шим числом интересне свойств, 
которые нашли практическую реализацию в комбинаторике  ве-
ро ного арактера, построении вы ислит  коди-
рования на ос ве классической двоичной системы счислени

ица 2.6 

i
Вид уравнения 

(2.194) 

Значения 
корней 
(2.195) 

Взаимосвязь ко  (2.195)          
с «металлическими» пропорциями 

 nS0  ой 2 , т. е. л

  ... ,2 ,1 ,0, =n
но форми

0

р
                                                    (2.199

овательности р-чисел Фибонан оию п
ованию p

о
той» пропорции вида Р0=2,0, 
орцией S 0 [2, 4, 6]. рая одн
– нулевой 
йших математических

(изначальный
льник ь  

, решении задач
ельной техники и в теорииятност х

но
ч

я. 
 
 

Табл

Ц рней

Ц1=1 013 2
2
2 =+− mm  

...3819,0

...;6180,2

)2(

)1(

2

2

=

=

m

m С «золотой» (Ф=1,618…): 
2

2
2

2 )1(;1
)2()1(

−=+== ФmФФm  
 

Ц2=2 5 2
2
2 +− mm  

0,1

;0,4

)2(

)1(

2

2

=

=

m

m  С «серебряной» (S=2,0): 
2

2
2

2 )1(;2
)2()1(

−=+== SmSSm  04 =

Ц3=3 097 2
2
2 =+− mm  

...6972,1

...3027,5

)2(

)1(

2

2

=

=

m

m ; С «бронзовой» (В=2,302…): 
2

2
2

2 )1(;3
)2()1(

−=+== BmBBm  

Ц4=4 2
2m

...;5615,6
)1(2 =m

С «никелевой» (N=2,561…): 
0169 2 =+− m  ...4384,2=m

)2(2

 
2

2
2

2 )1(;4
)2()1(

−=+== NmNNm  

Ц5=5 02511 2
2
2 =+− mm

 
...2087,3

...;7912,7

)2(

)1(

2

2

=

=

m

m

 

С «медной» (М=2,791…): 
2

2
2

2 )1(;5
)2()1(

−=+== MmMMm  

 
В математике коэффициенты биноминального разложения чаще всего обо-

значают символом k
nС , т. е. как число сочетаний из п элементов по k, где    

k – номер колонки и п – номер строки   (п – степень бинома) в ∆
       

          

0-Паскаля. 
Оказывается, в каждой колонке арифметического треугольника имеют место 

закономерные последовательности:  из единиц – при k = 0; натуральный  
ряд – при k = 1; треугольных чисел – при k = 2; тетраэдрических чисел – при k = 
3, и т. д. [56]. 
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Еще в XIX веке была обнаружена взаимосвязь арифметического треугольни-
ка с классической последовательностью Фибоначчи [57]. Для демонстрации 
этой взаимосвязи необходимо сместить относительно предыдущих строк все 
строки ∆0-Паскаля (табл. 2.7) на один столбец вправо, в результате чего полу-
чим другой вариант распределения биноминальных коэ              
(∆ скаля), т.е. первый ния чисел в классическом 
арифметическом треугольнике (табл. 2.8). Другими словами, нами а 
последовательность ис  Фи нач  (1, 2, 3 , … пр  =  возможно-
стью образования p золотой»  проп ции вида 0 = 1,618…= Ф. В общем -
чае щ ни все строк ∆0 я (табл. 2 относительно пред их 
стр на  с лбц  в во риво ит к раз вани  ∆р-Паскаля, в ром 
сумма биноминальных эффициентов дл  каждой п троки ра на п-м слу 
из послед ат ьно  р сел и [36]. 

лее д бно за в ях р чисе Фиб ачч с р-треу льни ∆р) 
Паскаля, е о т ск реализации их ойс , при по троен ов 
«золотой орц и да  алгоритмической ори  измерени но 
узнать из у х публикаций . хо 5,36,43

Та .7 
ме л k ,…

ффициентов  
1-Па  вариант перераспределе

получен
 р-ч ел бо чи 1, , 5 ), и р  1, с

 -«
х 

ор  Р
.7) 

 слу
ыдущ, сме е е 

то
-Паскал

ок  р ов пра п д  об о ю кото
ко я -с в у чи

ов ел сти -чи  Фибоначч   
Бо  по ро  о в имос яз - л он и го ками (

а такж  пра иче ой св тв с ии код
» проп ии  соз нии те и я мож
 на чны  А.П Ста ва [3 ]. 

блица 2
Но ра ко онок,  = 0 ,10 № 

стро-

 
 ки 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 
Сумма 

( )nS0
 

0 1          1=20

1 1 1         2=21

2 1 2 1        4=22

3 1 3 3 1       8=23

4 1 4 6 4 1      16=24

5 1 5 10 10 5 1     32=25

6 1 6 15 20 15 6 1     64=26

7 1 7 21 35    735 21 7 1 128=2
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1   256=28

9 1 9 36 4 1 126 1 512=298 26 84 36 9  

10 1  45 120 210 252 210 120 45 10 1 1024= 
=21010
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Таблица 2.8 
Номера кол к, k = 0,…,6 оно№ 

строки 0    6 

умма 

1 2 3 4 5 

С
( )nS1

 

0 1       1 
1 1       1 
2 1 1      2 
3 1 2      3 
4 1 3 1     5 
5 1 4 3     8 
6 1 5 6 1    13 
7 1 6 10 4    21 
8 1 7 15 10 1   34 
9 1 8 21 20 5   55 
10 1 9 28 35 15 1  89 
11 1 10 36 56 35 6  144 
12 1 11 45 84 70 21 1 233 

 
∆«Золотая» пропорция в п-степени имеет также взаимосвязь с 0-Паскаля и 

легко унифицируема. Например, любое венное число может быть выра-
жено через «золотую» пропорцию беск ечным числом способов из-за наличия 
взаимосвязи с кл ражение спра-
ведливо для л ]: 

nФnФ

65

;1

=

=

Зак ый закон), приближенно описываемый 

 вещест
он

ассическим треугольником Паскаля, а само вы
юбой степени, включая отрицательную и дробную [58

 
nФnФnФnФ

nФnФnФ

;413221

;2111
−+−+−=

−+−=  

nФnФnФnФnФ 134331 −+−+−+− т.д.и

0∆ -он Гаусса (нормальн
док математически в предположении наличия бесконечного числ
нечно х независимых вий и, как видно из (2.200), гармо
«зо ро е и. Следовательно, по аналогии с нор
зак а ым

 

азан 
 малы  воздейст

лотой» п порцией в п-ст пен
  0∆ -оном распределения, описыв ем Паскаля, можно создать мн

эта а  распределени , описылонных з конов я ваемых р∆ - Паскаля, при р =
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(2.200)

Паскаля, 
а беско-
нирует с 
мальным 
ожество 

 1, … ,N. 



2.1.5.3. Обобщение пропорций Фибоначчи-Пойа   
с  учетом числа  слагаемых  и  интервалов  между ними 

 =

) log  = lo x - 1) ; 
) m log g

 
Для формализованного учета интервалов между двумя слагаемыми числами 

в последовательностях, образующих «прямые» p-«золотые» пропорции, вос-
пользуемся выражением (2.155), которое подвергнем следующим преобразова-
ниям: 

 а) x 1+m  - x m  - 1 = 0 ,  при P m  = x ; 
 б) x m ( x - 1)  1 ; 
 в) x m = )/(1 −x ; 1
 г g( 
 д = lo ( x - 1) 1 ; 

x m 1−

x m  −

 е) m = 
xlog

,                          (2.201) 

где  m – число членов усеченной последовательности, сумма крайних из кото-
рой определяет значение последующего

x )1log( 1−−

 члена, т.е. интервал  t между двумя сла-
гаемыми будет  на од
отношения последую

чае = 

еж  
 

.

но число меньшим, чем  m  членов (t = m-1), а  х – предел 
щего члена возрастающей последовательности к преды-

дущему. 
При  m = 1 получаем первую «золотую» пропорцию p 1  = 1,618…= Ф и нуле-

вой интервал (t 1  = m-1 = 1-1 = 0), т. к. суммируются два соседних числа. В слу-

, когда m = 2, получаем вторую «золотую» пропорцию 1,465… 2  с интер-

валом м ду двумя суммируемыми числами  t 2  = m - 1 = 2 - 1 = 1  и  т.д. 
Число m членов  в выражении (2.201) принимает целочисленные значения  

m = 1, 2, 3, … , M  только в тех случаях, когда логарифмируемое выражение в 
числителе (x - 1) 1−  = т е. когда формула (2.201) преобразовывается в сле-
дующий вид: 

p

x m , 

x
x

log
)1log( 1−−  =  

xlog
xmlog

02) 

где  m = 1, 
Что касается формулы (2.156), образующей обратные p-«золотые» пропор-

ции

 = m,                                     (2.2

2, 3, … , М . 

,  то она может быть преобразована по аналогии с алгоритмом для выраже-
ния (2.201) в следующий вид:   

 
x
xm

log
)1log( −

= -1,                                                                      (2.203) 
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где  m – число членов усеченной последовательности, сумма крайних из кото-
рой определяет значение последующего члена, т.е. интервал t  между двумя сла-
гаемыми будет меньшим на одно число, чем  m членов (t = m - 1), а  x - предел 
отношения предыдущего члена последовательности к последующему. 

При m = р1 получаем первую обратную «золотую» пропорцию 1 =0,618… = 

= Ф/1  = Ц  и нулевой интервал = m - 1 = 1 - 1 = 0), т. к. суммируется два 

пропорцию 0,682…= 

   (
 числа. В случае, когда m = 2, получаем вторую обратну золотую» 

t 1  
соседних ю «

2p  с интервалом между ируемыми числами  

t 2 =  m  1 и

2.1.5.4. Раскрытие физического смысла  пропорций Фибоначчи-Пойа     
     на примере моделирования равнонадежных состояний  

для физических систем исходя из теоремы Мура и Шеннона 
 

При моделировании  надежных технических систем из менее надежных эле-
ментов (по Дж. Нейману)  очень важным условием для  уменьшения вычисли-
тельной сложности решаемой задачи является  нахож онадежных 
стояний между отдельными однотипными элементами и всей системой в це-

лом. Оказалось, что методом аналогий Муру и Шеннону удалось модифициро-
ват

 двумя сумм

 - 1 = 2 - 1 = 2 - 1 =  т.д. 
 

дение  равн
со

Нейма
 иссл

исследование граничных рав-
нон д оения надежных систем из менее надежных 
эле

 элемент

ь разработки в области теории надежности Дж. на, перенеся их на ана-
лиз и синтез релейных систем. Однако ни один из едователей проблем в 
теории надежности не провел в достаточной мере 

а ежных состояний для постр
ментов. 
Так как теорема Мура и Шеннона определяет характер зависимости функции 

надежности (замкнутости) сети )( phn , где п = 2, … , от вероятности замкнуто-

сти ого из ов р, пр ≠ одн и условии pphn  )(  и nn pph ′= )(  для некото-

рого 10 <′< np , когда pphn < )(  для npp ′<≤0  и pphn > )(  для 

1≤<′ ppn , то следует обратить внимание на возможность конкретизации со-

я й nn pph ′= )( . Эти состояния отражают равно
й сеть

сто ни надежность между от-
получаемая для каждой п-дельными однотипными эл ентами и само

й схемы )( ph
ем ю, а 

10 ≤≤ p   (звена) S-образная кривая n   на интервале пересекает 

снизу nвверх прямую линию pph = )(  единственный раз. Точка пересечения 
S-образной кривой и прямой линии (Аh) соответствует равнонадежному состоя-
нию nn pph ′= )( , начиная с 22  )( pph

              

′= ,   то есть с простейшего последова-
тельно-параллельного соединения однотипных элементов (рис. 2.2). 
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Используя общеизвестное свойство функции hn )( p   [59] определим для 
схемы на рис. 2.2 функцию надежности (рис. 2.3): 

.                          (2.204)  
Решение ряда практических задач сводится к минимизации длин параллель-

ных структур с однородными равнонадежными элементами путем нахождения 
наибольших начальных значений Р для однотипных n-звеньев в структуре  сис-
темы, где базовым в методике является следующее условие [59,60]: 

.                                                             (2.205) 
Из выражения (2.205) видно, что необходимым, но недостаточным условием 

равнонадежности между отдельными элементами может быть его рассмотрение 
в виде равенства 

,                                                           (2.206) 

решением которого будет

222
222 ...3819,0))1(1( )( −==′−−=′= Фppph 

 nn pqP )1(11 −−=−≤

 n
n

n
nn pqP )1(11 ′−−=−=

 np′ , в интервале 
.                                                                                  (2.207) 

В обобщенном случае представления функции с учетом выполнения 
условий теоремы Мура и Шеннона [5  для последовательно-параллельных 
структур, состоящих из однородных в, получим следующую формулу: 

 10 <′< np
  )( phn  

9]
  п-звенье

 nn
nnn ppph ))1(1()( ′−−=′= .                                                     (2.208)  

   

 
Рис. 2.2 

79



 
Рис. 2.3 

    Например, если в (2.208) подставить п = 2, то получим выражение (2.204) для 
2-звенной последовательно-параллельной структуры на рис.2.2 с иллюстрацией 
функции 22  )( pph ′=  на рис.2.3. При п = 3 получим формулу 

 33
333 ))1(1( )( ppph ′−−=′= ,                                                      (2.209) 

характеризующую равнонадежное состояние между однородными элементами 
последовательно-параллельной структуры  из 3-х звеньев и всей системой в це-
лом и т. д. Так, решением уравнения (2.209) будет 

 3
2233 1...682,01...317,0 )( pppph =−=−==′= ,                     (2.210)  

т.е. обратная 2-«золотая» пропорция [2,4,6] в третьей степени, а решениями 
обобщенного выражения (2.95) будут обратные p-«золотые» пропорции [2,4,6], 
что равносильно следующей записи: 

 ... ,2,1))1(1( )( 1 =−=′−−=′= − ppppph n
nn

nn
nnn 1−

При резервировании элементов с двумя видами отказов («обрыв» и «замы-
кание») наихудшим случаем считается их равновероятность с коэффициентом  
ν = 1, для которого фун

=n .             (2.211)  

кция распределения отказов будет принимать критиче-
ское значение QtQ крит=)( , при превышении которого элементарную резерви-
рованную ячейку (элемент) применять , т. к. ее (его) вероятность  нерационально
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отк

 возможности «обрыва» или «замыка-
ния  ( да ν  0), в ь с «зол й» пр
так

едова
элементов распространяются и на логические э

 льзования ненадежных логических элементов типа 
строить новый элемент ования 

которого не изменяется, адеж ть в же вре
9]. Методом аналогии Э. Мур и К. Шеннон пере-

 для анализа релейных схем, доказав наличие               
S-о ой зависимости жду  от
ной релейной системы, что позволило выразить эти граничные значения по рав-
нонадежности через обратные   p-«золотые» пропорции в 1-ой степени с помо-
щью формулы (2.211). 

Функционирование логических элек ных схем (систем) характеризуется 
не только отказами вида «обрыв» ил ое замыкание», которые приводят 

стемы. Эта ве
должна быть  а  неправильного срабатывания эквивалентной 
для нее одина  м отсутствия повышения надежности при 
соб ирования логических при
мер с.2.4) [62]. 

ных соче-
таний исключения ложных срабатыва-
ний

с

бъединяем попарно  случайно лученные 2

аза элQ  будет больше чем вероятность отказа всей системы [61]. В данном 
случае 

 2...3819,0)( −==== ФQQtQ элкрит .                                         (2.212) 
В других двух граничных случаях, при
»  = заимосвяз ото опорцией сохраняется,  )(tQ  т.е. ког
 как 
 1...618,0)( −==′=′= ФQQtQ элкрит .                                           (2.213) 
Приведенные выше результаты иссл ний для систем из физических 

лементы. Так, Дж. Нейман дока-
зал, что «… путем испо
штрих Шеффера можно по  , принцип функционир

а н нос то мя может достигать любой на-
перед заданной величины» [5
несли идею Дж. Неймана 

бразн ме надежностями дельного реле и всей однород-
 

трон
и «коротк

к исчезновению сигналов на их выходах, но и неисправностями в виде ложных 
выходных сигналов, численно выражаемых через вероятность неправильного 
срабатывания параллельной цепи конкретной си роятность цепи 

равн  вероятности
рной системы с учето

людении принципа дубл элементов (звеньев), на -
, для штриха Шеффера (ри
 Пример решения данной проблемы, базирующийся на метод слож

 Неймана, приведен в работе [63], где для 
 системы вводится основная схема восстанавливающего логического уст-

ройства, приведенная на рис. 2.5 и работающая по следующему алгоритму:  
каждая n–линия (исходная линия) выходной параллельной  вязки в испол-

нительном устройстве, которое физически выполняет операцию по схеме Шеф-
фера во всей системе, расчленяется на 2n–линии;  

2n–линии перемешиваются в схеме перемешивания по закону случайных чи-
сел, которые генерируются с помощью генератора случайных или псевдослу-
чайных чисел (ГПСЧ); 

о  по n–линии, в n–линии с помощью 
штрихов Шеффера. 
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Состояние выходов  (А и В) и выхода (        )ABA

B

AB

1
А

1

AB

1

0 0 1

Рис. 2.4 

Если с помощью

1

0

В

1

0

0

1

1

 0α  

 не 

обозначить вероятность возбуждения исходных линий 

в n–связке, то число возбужденных выходных линий равно Следова-
тельно, как показано в [63], вероятность возбуждения перемешанных линий 
можно определи  с помощью формулы: 

                                     (2.214) 
Но так как восстанавливающее устройство состоит из двух последовательно 

соединенных основных схем (рис.2.5), то вероятность

2
0α . 

ть
.  2

01 1 αα −=

 2α  возбуждения линий 
на его выходе выражается равенством [63]: 

,                                   (2.215) 
откуда, при

 4
0

2
0

22
0

2
12 2)1(11 ααααα −=−−=−=

 02 αα = , получим  

,                                       (2.216) 

с корнем

 02 0
2
0

4
0 =+− ααα

 0 < 0α
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< 1,0, равным  

 1
0 ...618,0 −== Фα .                                       (2.217) 

 

6  Зак. 
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Рис. 2.5 

     Корень (2.217) соответствует усл новероятности возбуждения линий 
на 

ли ≤< α , то

казывается, чт

овию рав
входе и выходе системы. То есть: если 1

00 −<≤ Фα , то 1
20 −<≤ Фα ; ес-

1− 1− 10Ф  12 ≤< αФ  (рис. 2.6). 

О о когда 1
02

−== Фαα , то 1α  также равно 0,618…= 1−Ф , 
т.е юдается соб

=== ααα

   
       

. набл людение условия строгой равновероятности: 
 1−=Ф ,                                               (2.218) 210 ...618,0
По и с лучением обобщенного выражения для равн аналоги  по онадежных со-

стояний (2.208) запишем обобщенную форму для построения систем предупре-
ждения ошибок с однородными логическими элементами типа штрихов  
Шеффера, где в алгоритме функционирования вместо частного случая с  
2n–линиями используется возможность обрабатывания nκ –линий, при  

2=
  

κ , … , т.е расчленение и объединение производится в рамках n–линий с      
к–линиями в каждой из групп. Это обобщающее выражение выглядит следую-
щим образом: 

κκκ ααα )1(11 −−=−= ,                                      κ κ01        (2.219)      

да, при 10 ααα
κκ == , получим отку

 01 =−+ κ
κ
κ αα ,                                                           (2.220) 
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10 << κα , с корнями равными значениям обратных p-«золотых» пропорций 
], так как при 2=κ  [2,4,6 образуется обратная 1-«золотая» пропорция 

1
1...618,0 рФ == − , при 3=κ  образуется обратная 2-«золотая» пропорция 

268,0 ь доказать. Следовательно, для каждого 2 ≈  и т.д., что и оср  требовал

2=κ , … , будет на графиках вида )( 0κ
αακ  всегда однозначно определяемая 

в обратных  p-«золотых» пропорциях точка κА , где р+=1κ . Например,  
для 321 =+=

  
κ  по формуле (2.219) получим координату точки 

)682,0;682,0( ≈≈ РРА , которая совместно с зависимостью 223

)(
303 αα приведена на рис. 2.7. 

 

 

Для каждого звена Шеффера «ИЛИ – НЕ», работающего с идеальной точно-

             

Рис. 2.6 

стью и при любом числе группируемых к–входов в группе из их общего боль-
шого числа  n–входов, можно развернуть соответствующую систему в  
к–сложную систему, содержащую n)1( +κ  элементов Шеффера с числом    
к–входов в каждом. Такой подход к развертыванию систем   равносилен повы-
шению надежности срабатывания логических систем за счет увеличения избы-
точности элементов в результате их ублирования методом слож ых сочетаний 
Неймана. Этот метод в физическом смысле соответствует методу синтеза на-
дежной в срабатывании системы из менее надежных элементов. Получен

    

 н

ные 
вероятностные значения в точках предлагается использовать в качестве 

д

κА  

1,
0   

   2  α

1,0

Ф
2А

-1

0α0 1,0-1Ф
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нижней или верхней границ в процессе решения задачи выбора наиболее конку-
рентоспособного варианта решения оптимизационной задачи синтеза техниче-
ской системы с целью сокращения числа вычислительных процедур, т.е. с це-
лью ухода от рутинной процедуры полного перебора вариантов решения. 

 
Рис.2.7 

общенные выражения (2.2 и (2.219) в вероятностном Полученные об 08) 
смысле взаимно дополняемые, так как  

 1)( =+ καphn ,                                                                          (2.221) 
 кn бph −= 1)( ,                                                                            (2.222) 
 )(1 phnк −=α ,                                                                           (2.223) 

где p+=1κ  и κα – обратные p-«золотые» пропорции [2,4,6]. 
Т  очевидным, что изложенная выше теория может 

быть ения физического смысла решаемой специальной 
аким образом, становится

именена для объясн

том решения специальной  

   пр
задачи поиска при использовании тестов свободных от ошибок, где коэффици-
ент группирования 2≥к . Для  унификации восстанавливающих устройств, 
состоящих из схем представленных на рис. 2.5, предлагается в их состав вклю-
чать ГПСЧ, функционирующих в соответствии с таблицей «железных» чисел 
(по Штейнгаузу), которая является результа  задачи
поиска при использовании тестов со случайными ошибками [2,4,17]. 

 
2.1.6. Пропорции и последовательности Фибоначчи-Падована 

 
     В работе [64] М. Газале приводит одну из обобщенных итерационных форм в 
виде повторных корней, которая при p = q = 1 принимает следующий вид: 
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= m m m+++= m m m m
m pqpqpqx ....       m .. ) 

процессе итерационны вычислений значения, являются кор-
нями ур   
       =−− qpxx m

m
m 01 =−− m

m
m xx .                                                         (2.225) 

      При этом, ученый М. Газале демонстрирует наличие взаимосвязи выраже-
ний (2.224) и (2.225) с «золотой» пропорцией 1,618…= Ф = 

..111 +++ .              (2.224

      Полученные в х 
авнения

ϕ  = 

 называемым им «серебряным» сечением  1,324…= и m =

Р. Падованом. Эта последовательность 
ируется по рекуррентному  правилу [64]: 

2x  при m = 2  и 

с так  3, которое  3

увязывается с последовательностью  
         0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49,  … ,                  (2.226)  
впервые обнаруженную  архитектором 

x  пр

форм
         iii UUU ,31,33,3 += ++ ,                                                                              (2.227) 

0 , 1 Ii ,0=где U 1,30,3 == U 2,3 =U  и ,  а 

         3
1,3 ...324717957,1im x

U
i ==+

∞→
.                                                       (2

,3

l
U

i
i

.228) 

     Исследов Mm 2= , ,  и ко-ания показали [33], что при заданном  значении  
гда соответственно изменяются условия 
        0... 2,, === −− mmmmm UU  и 11, =−mmU ,                                             (2.229) 
то с помощью рекуррентного правила 
        imimmim UUU ,1,, += ++                                                                              (2.230) 
всегда можн сформировать последовательность, на основе которой в свою оче-
редь вычисл тся пропорции 

о 
яю

        
im

im

im U
x

,

1,lim +

∞→
= .                                                                                     1) 

U
  (2.23

 учесть, что при m = 2 рекуррентная формула (2.230) позволяет
последовательность типа Фибоначчи (2.64), а при m = 3 – п

ность Падована (2.226), то все множество формируемых последовательностей 
 в дальнейшем называть последователь-

             

ми я в

     Если  образо-
вать оследователь-

по закону (2.229) и (2.230) предлагается
ностями Фибоначчи-Падована. В свою очередь, все вычисляемые с помощью 
формулы (2.231) пропорции предлагается называть пропорциями  
Фибоначчи-Падована в честь двух людей, которые имеют определенное отно-
шение к развитию  рассматриваемого на  направлени  математике [33]. 
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     Однако эти п порции нашли свое явление не только в архитек е.    
Так, в настоящее время экспериментально установлено существование ритмов 
мозга, каждый из которых соответствует определенному состоянию человека и 
характеризуется диапазоном электрических колебаний, а также инвариантами, 
которые изначально моделировались на основе ых» р-пропорц и  
(табл. 2.9) [35, 65]. 
 

ро про тур

  «золот и      

( ) ( ) ( γ

Таблица 2.9 
Волны (рит-
мы) мозга 

Дельта 
∆

Тета 
θ

Альфа 
α

Бета 
β

Гамма 
) ( ) ( ) 

Диапазон  - 35 33 - 55 , Гц 0,5 - 3,5 4 - 7 8 - 13 14
Состояние 
мозга 

Сон Воспри-
ятие не-

Покой Умствен- Эмоцио-

(человека) приятно-
стей (тре-
вога) 

возбуж-
дение 

ная работа нальное 

Ритм (инвари-
ант в виде «зо-

лотой» 
р-пропорции) 

1,221 
вари-

анта нет) 

1,324 
(4-я про-
порция) 

1,272 
(инва-
рианта 
нет) 

Ф=1,618 
(1-я про-
порция) 

1,272 
(инвари-
анта нет) 

(ин

 
     Инвариант 1,272 обычно относят на интервал между 5-й и 6-й «золотыми» 
р-пропорциями, однако это число в данном интервале не указывает на резо-
нансные свойства, т.к. не является по отношению к числам 1,285 (5-я пропор-
ция) и 1,255 (6-я пропорция) среднегеометрическим значением

              

. В работах        
ль  «золотым»               

орциям для инвар антов 
ами человека и зи уется н

                 
  классическая «золотая» 1-я пропорция

, 6, 7 и 12 формируются инварианты,              

     Исходя из выражения (2 32) жно ровер уть те етичес
е о я р озга (
» п я о -я про  э

тально не обнар
     В процессе исследования математических свойств пропорций Фибоначчи и 
Падована [64], найдена возможность альтернативного моделирования инвари-

[4,66,…,69] автором приводится альтернативная моде
р-проп и ритмов мозга,    которая увязывается с темпера-
мент ба р а  «золотою» ГП следующего вида: 
       ,12, ... ,1,12/ == nФR n

n                                                         (2.232) 
где   Ф = 1,618… - , n - номер инвариан-
та. При n = 5 соответственно, для  
∆-, α- или γ-, θ- и β-ритмов мозга. Причем, только единственный инвариант 
имеет  погрешность и то незначительную, так как для ∆-ритма  необходимо 
иметь значение 1,221, а на самом деле имеем .222,1...222019,112/5 ≈=Ф   

.2 , мо оп гн ор кое предсказа-
ни  существ вани  еще двух итмов м ρ и σ) с инвариантами 1,465 («золо-
тая  2-я про орци ) и 1,38 («з лотая» 3 порция) [35], которые ксперимен-

ужены [65]. 
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антов ритмов мозга на основе первых трех пропорций из так называемых «про-
порций Фибоначчи-Падована»:  x Ф== ...398 ; 179561803,12    3247,13 =x ... ; 

.  И действительно,   - соответствует инварианту β-ритма

мозга,   - инварианту θ-рит мозга   и   - инварианту ∆-рит
варианты α-  γ-ритмов озга из (2.232) получаются при   n = 6, а также могут 
быть вычислены как среднегеомет ое значение между θ- и ∆-ритмами, то 
есть 
  72,17 01) 2/5 =⋅∆ Фθα
  , что щью ций а чи-П а так к и с 
п щ улы ) мож чи очно е приближение 
для инв ов α- мов, 
  1668)) 1

4
/1⋅ xθα .            234) 

 жени ) и ( ля моделировани ∆-ритм ожет 
быть и вана следующая ф : 
 19642/12/1 =α .           .235) 
 

2 есто го»  в «м чески орц
 

2.1.7.1. Образование базовых «металлических» пропорций 

ментальные пропорции, к ется при

...22074408,14 =x  2x  

 3x ма 4x ма мозга. Ин-
 и м

рическ

     2...964 ≈2 2,12/1 =)( 122/1 = Ф( ⋅= γ /112/7Ф= .       (2.233) 
   Оказывается  с помо  пропор  Фибон ч адован же ка
омо ью форм  (2.233 но полу ть достат  точно

ариант и  γ-рит так как 
     272,1...82 ≈27,1=( 3x(∆== γ 2/2 ⋅=                 (2.

    Кроме выра й (2.233 2.234) д я θ- и  ов м
спользо ормула

      27,1... 22720,1=2/1 =Фx2 ≈== βγ                      (2

.1.7. М «золото сечения еталли х» проп иях 

 
     В процессе изучения природных явлений очень часто встречаются фунда-

оторым предлага сваивать названия металлов, 
по аналогии с «золотой». Например, «золотая» пропорция (прямая –  Ф =1,618 
… и обратная - Ф =0,618…) и связанное с ней фундаментальное число  
1,272 … = 

            
), «серебряная» пропорция (прямая - S = 2 и Ф  (или 0,786…= Ф

S =1/2) и связанное с ней фундаментальное число 1,414 … =обратная - 2  
(или 0,707…= 2/1 ), затем следует «бронзовая» пропорция (В) и т. д.  
     Для определения перечня возможных «металлических» пропорций )(  и 

il
П

исследования их природных свойств воспо уемся выражением [6]  

       lП =

льз

il
++++

∞→
,          (2.236) 

=S)
Вычисление пределов осуще-

ствляется тем быстрее, чем ближе N к а при N поиск предела теряет 

2/1)...2/1)2
2/1)1

2/1(...((lim mlllN
i

где li = 1, 2, 3, … ; i = 1, 2, … , m; N ≥ 0. 
     Если в выражение (2.236) подставить li = 1 и вычислить предел, то получим 
«золотую» пропорцию (П1=Ф), при li = 2 – «серебряную» пропорцию (П2 , 
при li = 3 – «бронзовую» пропорцию (П3=В) и т. д. 

 2
il

П , = 2
il

П  
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смы П исходит сн  при N >
il

П  - сл. Если N то приближение к  про изу, а
сверху. В случае, когда N = 0 или N = 1, при li = 1 выражение (2.236) сводится к 
условию, когда N = 2, а это значит, что первым иррациональным числом, с ко-
торого начинается отсчет приближения снизу к будет число 

< 2
il

П ,  2
il

2

,22
1 ФП = 2 . 

 взаи-

м «ме-

То есть здесь четко обнаруживается еще одно из проявлений природной
мосвязи между «золотой» и «серебряной» пропорциями. 
     Характерной закономерностью, присущей не только «золотой», а все
таллическим» пропорциям (МП), при N = 0, является то, что  

                                     (2.237) 

     Например, 1,618033…+1=2,618033… (т.е. Ф+1=Ф2); 2+2=4 (т.е. S+2=S2); 
2,302776…+3=5,302776… (т.е. В+3=В2) и т.д. 
     В случае, когда N > 0 и l i= 0, то П0 = 1. По мере увеличения li, но без учета 
целых чисел в уменьшается приращение ∆ Пli-Пli-1 (табл. 2.10). Это 
уменьшение подчиняется убывающей ГП со ем в виде обратной «зо-
лотой» пропорции (

.2
il

Пilil
П =+  

il
П , 2

il
П =

знаменател
nФ , n = 1,2,4, …). Следовательно, каждый из единичных 

интервалов между целыми числами можно рассматривать как шкалу эталонных 
«металлических» сечений или как мно  последовательностей вложенных 
отрезков, которые предполагается и ать в качестве системы «гирь» для 

шивания при решении распреде х задач, а также в качестве эталон-
 точек в полосах пропускания и мешания резонансно-фильтрующих систем 

ующий вид: 

жество
спользов
лительнывзве

ных
в СЧМС. Причем, общее число иррациональных пропорций для каждого сле-
дующего интервала между целыми числами увеличивается на две. 
     Если выражение (2.237) преобразовать в след

ii lil ПlП += ,                                            

а затем задать еще одно условие - 

                                  (2.238) 
2/1

1 il l=Π , то можно на основе этих условий 

сформировать ( ) ( )( ) 2/12/12/12/12/12/1 ,, iiiiii llllll +++
ответствующими «металлическим» пропор

,…, где li =1, 2, 3,…, с 

пределами, со циям  (табл. 1.4). 
il

П
Следовательно, представив формулу (1.79) в виде квадратного уравнения 

02 =−− ill lПП
ii

                  (2.239) 

и решив его, получим корни: 
il

Р - «металлические» пропорции; 

il
Рilil

Р =′  - обратные «металлические пропорции относительно li с отри-» 
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цательными знаками. Не меньший практический интерес могут вызывать об-
ратные МП отно о единицы, т. е. когда 

ii ll ПП /1= (табл. 2.10). сительн
 
 

li

Таблица 2.10 

il
Π  

il
П ′  

ii lil l ΠΠ +=2
il

П
il

∆Π
il

П ′/1  

 
0 
1 
2 
3 

6 
7 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

 
1,0 

≈1,618034=
2,0 

M 
3,0=А 

≈3,192582 

≈3,854102 
4,0 

≈4,140055 
≈4,274917 
≈4,405125 
≈4,531129 
≈4,653312 
≈4,772002 
≈4,887482 

5,0 

 
0 

≈0,618034=

4 
5 

8 
9 

≈2,302776=В 
≈2,561553=N 
≈2,791288=

≈3,372281 
≈3,541381 
≈3,701562 10 

11 

Ф  Ф  
1,0 

791
2,0 

≈2,192582 

≈2,701562 
≈2,854102 

3,0 
≈3,140055 
≈3,274917 
≈3,405125 
≈3,531129 
≈3,653312 
≈3,772002 
≈3,887482 

4,0 

 
1,0 

≈2,618034=

≈1,302776 
≈1,561553 
≈1, 288 

≈2,372281 
≈2,541381 

2Ф  
4,0 

≈

≈14,854102 
16,0 

≈17,140055 
≈18,274917 
≈19,405125 
≈20,531129 
≈21,653312 
≈22,772002 
≈23,887482 

25,0 

 
1,0 

≈0,618034=

5,302776 
≈6,561553 
≈7,791288 

9,0 
≈10,192582 
≈11,372281 
≈12,541381 
≈13,701562 

Ф  
0,5= s  

≈0,434258= B  
≈0,390388= N  
≈0,358257= M  
≈0,333333= A  

≈0,296535 
≈0,282375 
≈

≈0,313226 

0,270156 
≈0,259463 

0,25 
≈0,241542 
≈0,233923 
≈0,227008 
≈0,220695 
≈0,214900 
≈0,209555 
≈0,204604 

0,2 

 
- 

≈0,618034=Ф  
≈0,381966= 2Ф  

≈

≈0,152540 
≈0,145898=

0,302776 
≈0,258777 
≈0,229735 
≈0,208712 
≈0,192582 
≈0,179699 
≈0,169100 
≈0,160181 

4Ф  
≈0,140055 
≈0,134862 
≈0,130208 
≈0,126004 
≈0,122183 
≈0,118690 
≈0,115480 
≈0,112518 

 
- 

≈1,618=
1,0 

≈0,767 

≈0,350 
≈0,333 
≈0,318 
≈0,305 
≈0,293 
≈0,283 
≈0,273 
≈0,265 
≈0,257 

0,25 

Ф  

≈0,640 
≈0,558 

0,5 
≈0,456 
≈0,421 
≈0,393 
≈0,370 

 
     На рис. 2.8 в качестве наглядного примера изображены графики функций 

ii lil ПlПfy +== )(  и прямая линия при     li = 1, 2 и 3. Из этого 

рисунка видно, что графики пересекаются с прямой в точках  с числами 
П1=1,618…=Ф, П2=2=S и П3=2,302…= В, т.е. с «золотой», «серебряной» и 
«бронзовой» пропорциями. 
     При математическом моделировании некоторых природных явлений, харак-
теристик линейных электрических цепей и т.д., часто используют цепные дро-
би. Поэтому, очень важно иметь возможность представления МП в виде цепных 
дробей. 
     Если разделить выражение (2.237) на то оно преобразуется в следую-
щий вид: 
    

 
il

y Π= , 

 
il

П , 

  .1
ilil

Π+=Π il                  (2.240) 

именит льный п

 

     Используя пр ельно к формуле (2.240) фракта ринцип самопо-
добия [70], подставим в правую ее часть относительно равенства, вместо 

il
П , 

это же выражение (2.240) и в результате получим: 
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      .
1

1
il

il Π+
+=Π

i

i

l
l

                                 (2.241) 

il
Π

il
Π

Y

il
y Π=

2/1
1

3

2/1
22

2/1
3

3

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+=

+=

+=

il
y

il
y

il
y

Π

Π

Π

0
-1-2-3 1 2 3Ф В

Ф

В

1

S=2

6

5

3

2

 
 

Рис. 2.8 
      

      Многократное повторение данного алгоритма подстановок выражения 
(2.240) самого в себя, образует кратную этому повторению цепную дробь для 
приближений к «металлическим» пропорциям: 

       

Κ+
+

+
+

+=Π

1
1

1
1

1

i

i

i

i
il

l
l

l
l ,                              (2.242) 

т. е. при li = 1 будет иметь место приближение к «золотой» пропорции (П1=Ф), 
при li = 2 - к «серебряной» пропорции  (П2 =S), при li = 3 - к «бронзовой» про-
порции (П3 =В) и т.д. 
     Цепные дроби (2.242), образующ лические» пропорции, могут  
получены путем разложения отношения  (дробей) в   рекуррентных после-

ие «метал  быть
 чисел
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довательнос о-

сти Фи оначчи

тях. Например, для отношения соседних чисел из последовательн

б  
86U

        

137U  разложение в цепную дробь имеет следующий=  вид:   

1
     На рис. 2.9 в качестве наглядного примера изображены графики функци

11+

11+

11

11
8

13

6

7

+
+==

U
U

.                                                               (2.243) 

й 
( )

iliil
lfy Π+=Π= 1   и прямая линия 

il
y Π= , при li = 1 и 2 , точками пе-

ресечения которых есть «золотая» (П =Ф) и «серебряная» (П =S) пропорции. 1 2
      

il

Y

3

il
y Π=

-1 0 S= 3 4

1

S=2

il
y

y

Π/111

2
1

+=

1 2 Π

ilΠ/2= +
Ф

Ф

1,5

1,25

 
 

Рис. 2.9 
     Начиная с 0

0
=lΠ  для случая на рис. 2.8 и с 1

0
=lΠ  для случая на        

р  ме дом ит  (или етод м ед ельных пр ний), на-
ходятся корни уравнения .239) На рис. 2.10 и рис. 2.11 приведены примеры 
подобного поиска корней для «золотой» пропорции. 

ис. 2.9, то  ераций  м
. 

о посл оват иближе
 (2  
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Y

1

2

3

il
y Π=

( ) 2/11
1 il

y Π+=

Ф
3

2

il
Π-1 0 1 2 3 4Ф  

Рис. 2.10 
 

Y

2

3

il
y Π=

il
Π-1 0 1 2 3 4

1
il

y Π/11
1

+=

Ф

Ф

1,33

1,25

 
Рис. 2.11 
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2.1.7.2. Расширение  системы  «металлических» пропорций  
и  их  взаимосвязь  с   корнями  квадратных   уравнений 

 
     Исследования, проведенные с целью выявления системных свойств «метал-
лических» пропорций [6,45,71], позволили обнаружить их взаимосвязи с корня-
ми квадратных уравнений, образуемых на основе простых цепных дробей. Рас-
смотрим эти взаимосвязи для двух основных «металлических» пропорций: 
     а) для «золотой» (прямая Ф=1,618… и обратная    ...618,0=Ф ) в табл. 2.11; 

     б) для «серебряной» (прямая S=2 и обратная S =1/2) в табл. 2.12. 
     Из табл. 2.11 и табл. 2.12 видно, что четыре простейших квадратных уравне-
ния в системном виде позволяют получить корни с полным перечнем положи-
тельных и отрицательных значений геометрических прогрессий, описывающих 
два затухающих «противофазных» (взаимопротивоположных) колебательных 
процесса (рис. 2.12 и рис. 2.13). 

     В первом случае (табл. 2.11) имеет место «золотая» ГП, образующаяся при 
решении «системы» квадратных уравнений с чередованием значений р» по 
закону последовательности Люка: 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, … , ген уемой 
рекуррентным выражением    Рi+1=Pi+Pi-1, где Р1=1 и Р2=3. Во вто е        
(табл. 2.12) имеет место «квазисеребряная» ГП, образующаяся пр  
"системы" квадратных уравнений с чередованием значений «р» по у по-
следовательности: 2, 6, 14, 34, 82, … , генерируемой рекуррентным выражением  
Pi+1=2Pi+Рi-1, где  Р1=2 и Р2= 6. 

Таблица 2.11 
Значения корней для «р» 

 «
ерир
ром случа
и решении
закон

р=1 р=3 р=4 р=7 р=11 р=18 

Вид  
квадрат-
ного 

уравне-
ния x1 x2 х1 x2 x1 x2 x1 x2 x1 x2 x1 x2

x2-px-1=0 Ф1 -Ф-1   Ф3
 

3Ф−
 

  Ф5 5Ф−    

x2-px+1=0   Ф2 2Ф    Ф4 4Ф    Ф6 6Ф  

x2+px-1=0 -Ф1
 

1Ф
 

  -Ф3
 

3Ф
 

  -Ф5
 5Ф    

x2+px+1=0   -Ф2
 

2Ф−
 

  -Ф4
 

4Ф−
 

  -Ф6
 

6Ф−
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Таблица 2.12 
Значения корней для «р» 

р=2 р=6 р=14 р=34 р=82 

Вид 
квад-
ратного 
уравне-
ния х1 х2 х1 х2 х1 х2 х1 х2 х1 х2

x2-px-1=0 (s1/2+ 
+1) 

-(s1/2- 
-1)   -(s1/2+  

+1)3
-(s1/2- 

-1)3   (s1/2+1)5 -(s1/2-1)5

X2-px+1=0   (s1/2+ 
+1)2

(s1/2-   
-1)2   (s1/2+  

+1)4
(s1/2-   
-1)4   

x2+px-1=0 -(s1/2+ 
+1) (s1/2-1)   (s1/2+ 

+1)3
(s1/2-    
-1)3   -(s1/2+1)5 (s1/2-1)5

x2+px+1=0   - (s1/2+  
+1)2

-(s1/2-   
-1)2   -(s1/2+  

+1)4
-(s1/2-  
-1)4   

 
     На рис. 2.13 видны еще две точки с координатами (1,1) и  (-1,-1), которые 
образуются на основе корней квадратных уравнений x2-2x+1=0 и x2+2x+1=0, 
соответственно, что равносильно введению в рекуррентные последовательности 
изначального числа р0 = 2. 

     Используя разработанный подход, можно систематизировать все ество 
взаимосвязей между «металлическими» пропорциями и корнями квадратных 
уравнений, формирующих соответствующие ГП с помощью рекуррентных вы-
ражений. В качестве примера в табл. 2.13 приведены основные данные о взаи-
мосвязях корней квадратных уравнений с первыми пятью «металлическими» 
пропорциями, где по количеству значений «р» в первой сотне чисел можно су-
дить о доминанте «золотой» пропорции над всеми, большой роли «серебряной» 
и возможном проявлении в природе «бронзовой» пропорции. Все остальные 
пропорции создают некий фон колебательных процессов. 

     Если учесть, что q = li и 

множ

il
Пx = , то приведенное квадратное уравнение 

(2.239) можно записать в следующем виде (уравнения 4-го рода 1-го порядка): 
                                                    (2.244) 
     Корнями уравнения (2.244) будут: 

       

02 =−− ilpxx ,

i
i lpplpp

x +±=
+±

=
422

4 22

2,1
.                                                        (2.245) 

     Для исследования зависимостей от 2,1x   p  и построена матрица решений 

уравнения (2.244), при р = 0, 1, … ,4 и

 il  

 5, ... ,1 ,0=il  (табл. 2.14 и рис. 2.14).  
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Таблица 2.13

Корни квадратных ура

 
 

внений в ГП 

«М
ет
ал

-к
ие

» 

пр
оп
ор
ци
и:

 

с нечетными степенями с четными степенями 

li

П
li 

, г
де

 
l i=

1,
…

,5
 

Ре
ку
рр
ен
тн
ы
е 
вы

ра
ж
е

ни
я 

дл
я 
фо

рм
ир
ов
ан
ия

 

 

Чи
сл
ен
ны

е 
зн
ач
ен
ия

 «
Р»

 
в 
кв
ад
ра
тн
ы
х 
ур
ав
не
ни
ях

 

X1 X2 X1 X2 К
ол
ич
ес
тв
о 
зн
ач
ен

«Р
» 

в 
пе
рв
ой

 с
от
не

 ч
и

ий
  

се
л 

«
тн
ы
х Р»

 ур
ав
не
ни
й

кв
ад
ра

1 ФП ±=1
 ±=±

 
  П1 Ф±

3   22
1 ФП ±=±  22

1 ФП ±=±
 

4 33
1 ФП± ±=  

1 ФП ±±    33 =
1 

П
1=

1,
61

8=
Ф

 
(«
зо
ло
та
я»

) 

Рi+1=P
+Pi-1

при Р1=1 и 
Р2=3 

7   

i+ 
, 

44
1 ФП ±=±  44

1 ФП ±=±
 

9 

2 )12( −П  )12( +± П±    

6  2)12( +2)12−П  ±(± П  

14 3)12(± −П  3)12П( +±    

2 

П
2=

2,
0=

S 
(«
се
ре
бр
ян
ая

»)
 

Рi+1=2Pi+ 
+Pi-1

при Р1=
Р2=6 

34   

, 
2 и 

4)12( −± П  4)12( +± П  

5 

3 ±(П3-2) ±(П   3+1) 

11  3-2)2 ±(П3+ ±(П 1)2

36 ±(П3-2)3 ±(П3+1)3   
3 

П
3=

3,
30

27
=B

 
(«
бр
он
зо
ва
я»

) 

+ 

1 и 
Р2=11 

119   ±(П ± 4

3 

Рi+1=3Pi
+Pi-1, 

при Р =3 

3-2)4 (П3+1)

8 ±(2П4- ±(2П45) +3)   

66   ±(2 2П4-5)2 ±(2П4+3)

536 П4-5)3 ±(2П4+±(2 3)3   
4 

П
4=

2,
56

15
=N

 
(«
ни
ке
ле
ва
я»

) 

Рi+1=8P
+Pi-1

при Р1=8 
Р2=6

4354   ±(2П4-5)4 ±(2П +3)4

i+ 
, 
и 

6 

4

2 

5 ±(П5+2)-1 ±(П5+2)   

23  ± -2 ±(П5+2)2 (П5+2)

110 П5+2) (П5+2)±( -3 ± 3   
5 

П
5=

2,
79

12
=М

 
(«
ме
дн
ая

»)
 

Рi+1=5P
 -Pi-1

при Р1=
Р2=23 

527  

i-   
, 
5 и 

 ±(П5+2)-4 ±(П5+2)4

2 

 

7  Зак. 
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     Из табл. 2.14 видна основная роль числовых значений, связанных с Ф  
пропорциями при доминанте «золотой». В строках и столбцах таб

, S и В
л. 2.14 обна-

руживаются строгие закономерности взаимосвязей между пропорциями по мере 
увеличения p  и на которых останавливаться не будем, так как они очевид-

ны из-за символьн о представления чисел и корневой зависимости

 il , 

ог   il . 
     Табл. 2.14 отражает только половины периодов колебательных процессов в 
двухмерной проекции на плоскость (IV квадрант). Вторая половина этих перио-
дов находится в I квадранте декартовой системы координат и описывается 
квадратными уравнениями 1-го рода 1-го вида: 
                                                                (2.246) 
с корнями  

       

02 =+− ilpxx  

i
i lpplpp

x −±=
+±

=
422

4 22

2,1 ,                                          (2.247) 

а их решения, при 3 ,2 ,1 ,0=il  и p = 0, 1, … ,6, приведены в табл. 2.15 (рис. 
2.15). 

 
Таблица 2.14 

P=0 P=1 P=2 
lx ±=2,1
 lx +±= 4/12/12,1

 lx +±= 112,1
 

li= 
=0,
1,2
,..., 
5 

x1 x2 x1 x2 x1 x2

0 0 0 1 0 2 0 

1 1

10

=

==Π ≈l
 

1

1
0

−=

=−=
=Π− ≈l
 

618,1
1

≈
≈Φ=Π =l  

618,0

)1( 1

−≈
≈Φ−=

=−Π− =l
 

S+≈

≈≈
≈+

1

414,2
21

 

S−≈

≈−≈
≈−

1

414,0
21

 

2 414,1
2

≈
≈= S  

414,1

2

−≈
≈−=

=−

S

 
2

2

==
=Π =

S
l  

1
)1( 2

−=
=−Π− =l
 

732,2
31

≈
≈+  

732,0
31

−≈
≈−  

3 732,1
3

≈
≈  

732,1
3

−≈
≈−  

3027,2

3

≈
≈=
==

B
lΠ  

3027,1
)1( 3

−≈
≈−− =lΠ  

3
41

=
=+  

1
41

−=
=−  

4 
S=

== 24  

S−=
=−=
=−

2
4  

561,2

4

≈
≈=
==

N
lΠ  

561,1
)1( 4

−≈
≈−− =lΠ  

Φ2
236,3
51

≈
≈≈

≈+  

Φ2

236,1
51

−≈

≈−≈
≈−  

5 
ΦΦ +≈

≈≈
≈
236,2

5  

)(

236,2
5

Φ+Φ−≈

≈−≈
≈−  

791,2

5

≈
≈=
==

M
lΠ  

791,1
)1( 5

−≈
≈−Π− =l
 

449,3
61

≈
≈+  

449,1
61

−≈
≈−  

 

99



 
 

Продолжение таблицы 2.14 
P=3 P=4 

lx +±= 4/92/32,1
 lx +±= 422,1

 
li= 
=0, 
1, 
2,..
.5 

x1 x2 x1 x2

0 3 0 4 0 

1 
3027,3

1
13

≈
≈+=
=+=

Β
Π l

 

3027,0
)2(

)2( 3

−≈
≈−−=

=−− =

Β
Π l

 

52

236,4

33
1

+≈

≈≈
≈== ΦΠ l
 

52

236,0

33
1

−≈

≈−≈
≈=− = ΦΠ l

2 
561,3

1
14

≈
≈+=
=+=

N
lΠ  

561,0
)2(
)2( 4

−≈
≈−−=
=−− =

N
lΠ  

449,4
62

≈
≈+  

52

449,0
62

−≈

≈−≈
≈−  

   ( )25 =−− =lΠ

3 
791,3

1
15

≈
≈+=
=+=

M
lΠ

645,4
72

≈
≈+

791,0
)2(

−≈
≈−−= M

645,0
72

−≈
≈−  

4 4
16

=
=+Π =l
 

1
)2( 6

−=
=−Π− =
 

l

828,4
82

≈
≈+  

828,0
82

−≈
≈−  

5 192,4
17

≈
≈+=lΠ  

192,1
)2( 7

−≈
≈−− =lΠ  

5
92

=
=+  

1
92

−=
=−  

 
Таблица 2.15 

li=0,1,2,3; i = 1,…,4 
l1=0 l2=1 l3=2 l4=3 

P=

4/2/ 2
2,1 ppx ±=  14/2/ 2

2,1 −±= ppx  24/2/ 2
2,1 −±= ppx  34/2/ 2

2,1 −±= ppx  
0,1
,2,
…,
6 x1 x2 x1 x2 x1 x2 x1 x2
0 0 0 D<0 D<0 D<0 D<0 D<0 D<0 
1 1 0 D<0 D<0 D<0 D<0 D<0 D<0 
2 0 D<0 D<0 D<0 2 0 1 1/1=1 D<

 
3 3 0 618,2

22
1

≈
≈== ΦΠ l

381,0

2

2

≈

≈=Φ
Φ 2=S 2/2=1 D<0 D<0 
1

 

4 4 0 732,3
32

≈
≈+  

267,0
32

1
≈
 

414,3

22

≈
≈+=

=+

SS

 

≈
+

585,0
22

2

≈

≈
+

 
3=А 3/3=1  

5 5 0 ≈4,7 ≈0,6991 ≈0,208 ≈4,561 ≈0,438 302,4
23

≈
≈+=lΠ

7 

6 6 0 828,5
)12( 2

≈
≈+
 

171,0
)12( 2

≈
≈−
 

≈5,654 ≈0,354 ≈5,449 ≈0,55
0 

 
     Числа диагонали в табл. 2.15 формируют равномерную сетку со сдвигом на 
единичный интервал, которая параллельна о ОX» и находится на расстоянии си «
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от нее равном «1». Все гонали мнимые ( 0 корни выше диа <′D ), а при  0=l , 
на оси «ОX» образуется еще одна сетка с единичным интервалом. 

1 2 3 4 52 Ф
3

2,3

12 +

2,56

13 + 15 +

3,3 3,56 3,8
3Ф

26 +

4,65

28 +

Х

-1,0

-2,0

-0,1

-0,2

-0,3

-0,4

-0,5

-0,6

-0,7

-0,8

-0,9

-1,1

-1,2

-1,3

-1,4

-1,5

-1,6

-1,7

-1,8

-1,9

3Ф−

21 −

62 −

-0,56

Ф−
-0,65

31 −

2−

-1,56

3−

82 −

51 −

0

-Y  
Рис. 2.14 
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Х

Y

1

0,5

1 2 3 4 5 6
0 2Ф

22 + 23 +

4,3 4,561

4,8

5,4 5,654

5,85

0,17
0,21

0,267
0,354

2Ф
0,438

0,55
0,585

0,697

 
Рис. 2.15 

       
             

                                        (2.248) 
 

     Аналогичным образом как для уравнения (2.244) с корнями (2.245) в квад-
ранте IV, уравнения 2-го рода 1-го вида x2 + px - li = 0 в квадранте II образуют 
координатные сетки, которые зеркально-симметричны приведенным в  
табл. 2.14. В квадранте III с помощью уравнений 3-го рода 1-го вида  
x2 + px + li = 0 строятся зеркально–симметричные сетки, полученные с помощью 
выражения (2.246) с корнями (2.247) в квадранте I. 
     Наряду с исследуемыми выше «металлическими» пропорциями 1-го вида в 
математических моделях особая роль отводится пропорциям 2-го вида [6] 

     ах2± х ± 1 = х2 ± х/а ± 1/а = 0.                           
     Например, «металлические» пропорции 2-го рода 2-го вида, образуемые
уравнением 
       х2 + х/а - 1/а,                                                                                               (2.249) 
с корнями 

       
a

aaaax
2

411
2

/4/1/1 2

2,1
+±−

=
+±−

= ,                                              (2.250) 

позволяют с высокой точностью мо овать процессы в теории нелинейной 
фильтрации. В свою очередь, эти корни представляют собой обратные МП от-
носительно единицы, т. е. 

делир

ii ll ПП /1=  и обратные значения для 
il

П ′ , т. е. зна-

чения 
il

П ′/1  (табл. 2.10). 
     Таким образом, из приведенных выше результатов исследований очевидна 
особая  базовых «мет роль аллических» пропорций, которые образуются в про-
цессе многократного суммирования квадратных корней li-числа в сумме с пре-
дыдущими остатками подобного суммирования с помощью выражения (2.236). 
Если однократное взятие корня из li  ( т.е. il , при li=1, 2, … ,М, принимает 
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: Μ, ... ,2,1следующие значения )  характеризует статическое состояние 
мы, то выражение (2.236), при i = 2, … , m и N  0,  отражает степень ди-
чности системы в зависимости от числа “m” и соответствие конкретно

«металлической» пропорции. Чем выше динамичность модели, тем боль
ло «m». Чем ближе N к «металлической» пропорции, тем меньше требуется чис-

 от   

     

2.245) образуются 

систе  ≥
нами  й 

ше чис-

ло «m» для повышения точности модели. 
     Подобного рода динамические модели учитывают предысторию системы или 
процесса, закон изменения которой убывает относительно конкретно взятого 
состояния по «металлической» геометрической прогрессии, что принципиально 
отличает эти модели от марковских, учитывающих только текущие состояния. 
Кроме того, в случае выбора такой «металлической» геометрической прогрес-
сии, которая будучи моделью системы (процесса) адекватно отображает ее (его) 
свойства,  можно не только интерполировать известные состояния, но и экстра-
полировать их будущее развитие (изменение).  

     Если обратить внимание в табл. 2.14 на образуемые «кручения» чисел, то 
становится очевидным изначальное их разрастание  корней (2.245) с р = 0 и  
р = 1 по следующим правилам: 

а) слева направо и снизу вверх; 
     б) к корням х1 и х2 во всех случаях прибавляется число «1»; 
     в) «кручения» для р = 0 распространяется только на четные значения р; 
     г) «кручения» для р = 1 распространяются только на нечетные р; 
     д) границей «кручений» являются корни  x1 и х2,  при li = 1, которые непод-
вержены «кручению». 
     Например, при р = 0 и li = 5 с помощью выражения ( два 
корня ( )5,5 21 −== хх , которые в результате «кручения» (прибавления к 

ним числ  15а «1») при р = 2 и l = 4 преобразуются вi 1 +=′х  и 152х
х

+−=′ , 

затем после второго «кручения»  при р = 4 и li = 1 корни 1′  и 2х′  преобразовы-

ваются в 236,4251151 ≈+=++=′′х  и 236,0251152 −≈+−=++−=′′х , 
что равноценно прекращению «кручения». 
      Не смотря на то, что при р = 1 «кручения» являются изначальными также 
как и при р = 0, первичными в этом процессе остаются корни (2.245) при р = 0, 
отражающие статическое состояние модели и образующие с помощью выраже-
ния (2.236) динамические коэффициенты, т.е. «металлические» пропорции при 
р = 1 в формуле (2.245). 

    Н  «металлических» пропорций не исчерпывают-
ся. По  размерности степеней, изменения цело-

а этом системные свойства
 мере увеличения в уравнениях

ициентов и свободных членов, наиболее частые проявления 
яных» и «бронзовых» пропорций сохраняются, но во взаим-

численных коэфф
«золотых», «серебр
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ном , в уравнении 0134 =−−− xxx  одним из нулей сочетании. Например
будет «золотая» пропорция Ф, в уравнении 0124 =−− xx  один из нулей бу-

дет Ц . В качестве 
х пропорций (1

примеров сочетания «металлических» нулей для двух ос-
новны ,618…= Ф и 2 = S), рассмотрим следующие уравнения:  
     а) ,017147 =+−+− xxxx  

где 

234

;,,132,32
2

3121 xxxx ==−=+= 4
2 ЦxЦ =  

+−− xxxx     б) ,06 =−  1982 234

;,,3,2 2
4321 ЦxЦxxx −=−=−==  где 

2

где

,02112 234 =++−+ xxxx       в) 

 2
4321

     Выбор в качестве моделей квадратных уравнений неслучаен. Оказывается, 
 меньшая степень многочлена и чем меньше значения коэффициентов  и 

свободных членов в уравнени с одной перем м больше ероятно ть 
природной «реализации» данно ической Следовате ьно, -

 предп ожить, что чем проще уравнение, тем больше вероятность его при-
родной самор
самоорганизую

2
,,21,2 ЦxЦxxx −=−=== . 

чем
ях енной, те в с
й математ  модели. л мож

но ол
еализации в плане моделирования наиболее часто встречаемых 
щихся процессов и систем, что подтверждается на примерах из 

чных областей науки и техники дл

2.1.8. Обобщение вурфовых зависимостей и место в них «золотых» вурфов 

вестный ученый А.П
результатов исследования С.В. Петухова для трехчленного канона строения 

еческого тела, не тол

остью Фибоначчи 
Существо теоретических дока  «золотого» вурфа  
Петухова [37, 38] и на основе анализа этих работ А.П. С

) 
последовательности Фибоначчи как длин трех последовательных отрезков меж-

чками A, B , C и D на прямой, где величина «золотого
при по формуле: 

разли я СЧМС. 
 

 
     Из . Стахов, делая анализ научно-практической важности 

челов ько не отрицает эту важность, но и повторяет матема-
тическое доказательство С.В. Петухова о существовании взаимосвязи между 
«золотым» вурфом (W = 1,309…= 2/2Ф ) и последовательн
[43].  судя по работам  
С.В. таховым [43] мо-

зательств

жет быть сведено к интерпретированию трех соседних  чисел ( F 21 ,, ++ nnn FF

ду то » вурфа определяется 
 ∞→n  
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.31,1...309

)(
))((),,,( =

++
       

,1
2)(

))(( 2
211 ≈==

++
++

=

++
=

F
CDBCABBC
CDBCBCABDCBAW

n

 

211 +++ nnnn

    Однако если провести тщательный анализ размеров звеньев конечно
ых, которые приводятся в трудах С.В. Пе

+++ Ф
FFFF
FFF nnn

 
человека и животн тухова [3
ожно убедиться, что эти размеры не имеют ничего общего с тройкам

ельностью типа Фибоначчи  отдельны

 

м
них чисел последовательности Фибоначчи. Следовательно, использов
доказательства реального проявления «золотого» вурфа в кинематическ
членных блоках человека и животных только из-за факта проявления в 
чисел из последовательности Фибоначчи следует считать малоубеди
Тем более, почему выбрана для этой цели последовательность Фибона
последовательность типа Люка, которая также проявляется в ботанике
дает аналогичным с последоват
ствами  вида (2.21) и (2.22),  в которых nU  и 1−nU  формируются н

обобщенной рекуррентной формулы Фибоначчи-Люка UU nn += ++ 12

0U  и 1U  – любая пара действительных чисел. А это значит, что если с
по пути доказательства С.В. Петуховым «золотого» вурфа, то можно и
вать любую тройку соседних чисел из бесконечного количества послед
ностей Фибоначчи-Люка.  
Анализ статистических данных, приведенных в работах С.В. Петухов
показал, что для размеров звеньев конечностей условие nn UU = ++ 12

выполняется. На самом деле для этих размеров в основном справедли
венство 
       nnn UUU +< ++ 12 ,                                                  
которое не может иметь взаимосвязи с «золотым» сечением и «золоты
фом. В то же время, возможность моделирования n-звенных вурфов п

                               

р

 на использовани
тых» м жны дов

 (m-членных блоков) 

тировании технических систем может оказаться перспективным 
практическим направлением. Так, если мы претендуем

одулей при построении СЧМС [2,4,6,72], то почему дол
ваться только трехзвенным вурфом и не пойти по пути обобщения в
зависимостей с помощью выражения для m-членных последовательны
ков прямой

        
)(
))(

1 mmm

mm
m LL

lL
W

( 1m

ll
lL

−−
−−

,                         =                                          

при условии, что 
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(2.251)
стей для 
7,38], то 
и сосед-

ми свой-

ание для 
их трех-
ботанике 
тельным. 
ччи, а не 
 и обла-

а основе 

U n , где 

ледовать 
спользо-
ователь-

а [37,38], 

nU+  не 
во нера-

    (2.252) 
м» вур-
и проек-

е «золо-
ольство

научно-

-
урфовых 
х отрез-

    (2.253) 



        mm lllL +++= ...21                                                                                (2.254) 
есть длина прямой линии, то есть сумма ее составляющих ),
где 
        12... lllm >>> ,                                                                                       (2.255) 
при m = 3, 4, 5, 6, 7, … . 

 отрезков (блоков  

ли, например
ерность для 3-членного бл

     Ес , в формулы (2.253) и (2.254) подставить m = 3, то получим 
вурфовую законом ока 

        
)(
))((

3212

2132
3 llll

llllW
++
++

= ,                                                                            (2.256) 

а для 4-членного блока (m = 4) аналогичным путем получим 

        
))((
))(( 321432

4
llllll

W
++++

432132 llllll ++++
= .                                                           (2.257) 

ской прогрессии, то есть W
54) и (2.255). В результате эти

     Чтобы перейти к эталонным «золотым» m-вурфам следует произвести замену 

mW  в формуле (2.253) на функциональную зависимость от «золотой» геомет-

риче m  заменить на )( m
m ФW , а затем 1l – на 1Ф  и 

ml – на в (2.2 преобразуются в сле-
дующий вид: 

        

 
mФ   формулы 

)(
))(()( 

1

m
m

m
mmm

m ФФLL
ФLФLФW −−

= ;                                                         (2.258) 1
m −−

        ∑ ∑
= =

m

 
лотого» вурфа 

==
i i

iim ФlL
1 1

;                                                                                (2.259) 

        12... ФФФm >>> ,                                                                                (2.260)

m

при m = 3, 4, 5, 6, 7, …  Так, например, для 3-членного «зо выра-
жение (2.258) преобразовывается в следующий частный вид: 

        ...309,1
25 ==                  (2.261) 

      Для 4-членного омо 8) получим 

        

2)( 
)( 32123 =

++
Ф

Ф
Ф

ФФФФ
ФW

 «золотого» вурфа с п щью (2.25

)(()
272132

3 ++
=

ФФФФ

.106,1
))((

()( 432132

2
4

4 ≈
++++

=
ФФФФФФ

ФФW                         (2.262) 
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     В свою очередь, для 5-членного «золотого» вурфа  5W в слу-
чае необходимости с помощью (2.258) может быть рассчитано любое значение 
из )( mФW . 

,05,1)(  5 ≈Ф  а 

 «золотой» орции
с тригономе ческим

1,618… мож
ому стремится отношение дву чисел возрас-

ен (Иn) равен с

ние «золотой» пропорции

m

 
2.2. Проявление проп  в алгебраических аналогиях    

три и функциями 
 
     Оказывается, что «золотую» пропорцию Ф= но представить в 
виде предела, к котор х смежных 
тающей последовательности (2.1), в которой каждый чл умме 
двух предыдущих чисел (Иn-1 + Иn-2). Эти условия, но с отношением двух чисел 
в направлении убывания последовательности, позволяют получить обратное 

1−значе  ...618,0==ФФ
и U0=U1=1 выражение (2.1) становится

ью Фибоначчи, а пр U0=1 и U1=
следовательностью Люка (табл. 2.4). 

0 1
правилу (2.1) рекуррентные последовательност то как было показано ранее, в 

.  
     Пр  частным случаем, т.е. известной 
последовательност и 3 - не менее известной по-

     Если в качестве U  и U  задавать любые два числа («ген») и формировать по 
и, 

пределе роста количества итераций отношения двух соседних чисел, как прави-
ло, стремятся к «золотой» пропорции, т.е. эта закономерность, распространяется 
на все действительные числа, а не только на числа Фибоначчи и Люка. Но ведь 
для четырехчленных последовательностей типа (1.46), характеризующих квад-
ратные уравнения и образующихся по уточненной теореме Виета [2,4,6,13], 
также выполняется условие (2.1). Тогда, не трудно заметить, что если изначаль-
но задать (выбрать «ген» [45]) DU ′=0  и 21 аU =  для формируемой после-
довательности по правилу (2.1), то в пределе роста количества итераций отно-
шения двух соседних чисел будет стремиться к «золотой» пропорции. 
      Из выше приведенного доказательства можно сделать вывод, который 
сформулируем в виде следующей теоремы. 

Теорема 2.1 Если приведенное квадратное уравнение 
имеет дейст ледова-
тельности 

02 =++ qpaa  
вительные корни, то в образуемой для него возвратной пос

       paaD −′ ,,, 12 ,                                                                                         (2.263) 

отношения чисел 212 /,/ aаDа ′  и 1/ ap−  всегда имеют направленность 
изменения к «золотой» пропорции 1,618…= Ф,  где q = а1а2. 
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     В геометрической интерпретации  теорема 2.1 представляется как    
теорема 2.2. 
     

           

Теорема 2.2. Если приведенное квадратное уравнение 02 =++ qpaa  име-
ет действительные корни, то в образуемой для него возвратной последователь-
ности геометрического вида: 
       ,2,,,2 12 raax                                                                                               (2.264) 

отношения чисел 212 /),2/( aaxa  и 1/2 ar  всегда имеют направленность из-
менения к «золотой» пропорции 1,618…=Ф, где r – радиус круга, x – независи-
мая геометрическая переменная, 21,2,2 aaqprDx =−=′= . 
     Аналогичным образом, как и для теоремы 2.2, преобразуем теорему 2.1 в 
алгебраический вид, используя среднеразностное и среднеарифметическое двух 
чисел. 
     Теорема 2.3. Если приведенное квадратное уравнение 02 =++ qpaa  име-
ет действительные корни, то в образуемой для него возвратной последователь-
ности алгебраического вида: 
       ,2,,,2 111 SSSSSS ppp +−                                                                        (2.265) 

отношения чисел 
p

pp

SS
SS

S
SS

−

+−

11

11 ,
2

 и 
p1

изменения к «золотой» пропорции 1,618…= Ф, где S
SS

S
+

12
 всегда имеют направленность 

p и S1, соответственно, 
среднее разностное и среднее арифметическое двух чисел, 

22
11 ,2,2 pp SSqpSDS −=−=′= . 

     Для возвратных последовательностей тригонометрического, действующего 
гиперболического и нового фибоначчи-люкового гиперболического видов по 
аналогии с теоремой 2.1 сформулируем, соответственно, теоремы 2.4, 2.5 и 2.6. 
     Теорема 2.4. Если приведенное квадратное уравнение 02 =++ qpaa  име-
ет действительные корни, то в образуемой для него возвратной последователь-
ности тригонометрического вида: 
       ,2),cos1(),cos1(,cos2 rrrr ααα +−                                                 (2.266) 

отношения чисел 
α
α

α
α

cos1
cos1,

cos2
cos1

−
+−

 и 
αcos1

2
 всегда имеют направлен-

+
нос

в градусной мере,  
ть изменения к «золотой» пропорции 1,618…=Ф, где r – радиус-вектор чет-

верти круга, α - угол 
αα 22 sin,2,os rqrD ==′= . c2 pr −
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     Теорема 2.5. Если приведенное квадратное уравнение 02 =++ qpaa  име-
ет действител об  д пьные корни, то в разуемой ля него возвратной оследователь-

 гиперболического вида: 
,, tt ee −−                                                           (2.267)  

ия ч

ности
       , tttt eeee − +−                

отношен исел

,

 t

t

tt

t e
e

e
−

−

− ee −,  и t

tt ee −+
e

 всегда имеют направленность из-

менения к «золотой» пропорции 1,618…=Ф, где ...718,2=e  – неперово число, 

peeDee −=+=− ,  и 0,1tttt ′ −− =q . t – аргумент функции, 

     Теорема 2.6. Если приведенное квадратное уравнение qpaa  име-
ет 

лю

отн

 02 =++
действительные корни, то в образуемой для него возвратной последователь-

ности фибоначчи- кового гиперболического вида: 
       ,,,, tttttt ФФФФФФ ′−′′′−′−′ +−                                                            (2.268)    

ошения чисел ttt Ф
Ф

ФФ
Ф

′−′−′

tt ′′−

−
,  и tФ

ФФ
′

+
 всегда имеют направлен-

ность изменения к «золотой» пропорции 1,618…=Ф, где t′ – аргумент функции, 

tt ′−′

pФФDФФ tttt −=+′=− ′−′′−′ ,  и 0,1=q . 
     Из  теорем  2.1, … ,2.6 следует,  что усеченные последовательности 
(2.263, … ,2.268) могут быть представлены в виде неких «квантов» в поле соот-
ношений чисел, образуемых на основе квадратных уравнений. Причем, эти 
«кванты» всегда имеют направленность на «золоту орцию 1,618…=Ф. 
Полученный результат в физическом смысле напоминает ориентацию стрелок 
магнитных компасов в различных местах Земли. Учитывая всеобщность прояв-
ления золотой» пропорции в природе можно предположить о 
получения наиболее адекватных моделей для описания  природны

      

ю» проп

 « возможности 

тых» ги   
и подхо

 
     рофессор А.П. Стахов в доклад
монии» обратил внимание на разраб

аю разработки этих функций как аналогий с функ-

х явлений, в 
основу которых также будет положена эта пропорция. Однако об этом можно 
судить только в случае наличия взаимосвязей, подчиняющихся закону «золо-
той» пропорции, например, в области натуральных чисел, т.е. для обобщенных 
последовательностей Фибоначчи. 

 
2.3.  Анализ «золо перболических функций

дов к их получению 

П е «Сакральная Геометрия и Математика Гар-
отанные совместно с И.С. Ткаченко 

«гиперболические функции Фибоначчи и Люка» [73]. Опираясь на мнение уче-
ного В.И. Коробко по случ
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ция а, расп
сти ис

 знамен ерболических функций   число 2,0, а 
также обнаружив взаимос
положительных чисел (ср
метрическим),  с последующим их выражением через квадратные уравнения, 
мне удалось получить та
функции» (ФЛГФ). Эти функции отличаются от «гиперболических функций 
Фи

 практи  
Используем

 «фибоначчиевого гиперболического косинуса», путем увеличения 
его степени на число «1,0» в сравнении со степенью  в «фибоначчиевом гипер-
боличес
ложительных чи ения и тре-
угольник Пифагора. А т, что может быть нар тность опи-
сания физических и химических процессов в природных системах с помо  
«гиперболических функций Фибоначчи и » из-за расх дения на -
ничное» значение некого «кванта времени» между фибоначчиевыми гипербо-
лическими синусами и кос ами в динамике развития эти м. 

олу ю яю гом «зо ты перболических 
фу ци х н ш им ученым О . че-
ны А.П ше  « перболи ески ункциям» -
на  пр уч я, ая ему, то о такие функ-
ци отр ос си ормирова ны ависимым на-
учным путем , от тор  ученый О днар и по-
лучении аналогичных «золотых гиперболических функций», вошли отдельным 
раз

т.е. «золотых» боли         
О.Я. Боднару, в  с чем

  
станов

ми О.Я. Боднара [58], имея сомнение в натуральности числа Непер о-
лагая доказательством известного математика Ф. Клейна о необходимо -
пользовать в ателе для базовых гип

вязь всех кривых второго порядка со средними двух 
еднеарифметическим, среднеразностным и среднегео-

 к называемые «фибоначчи-люковые гиперболические 

боначчи и Люка» знаменателем, так как в первом случае он равен числу 2, а 
во втором случае – числу 51/2. 

Время покажет, какой из новых видов гиперболических функций окажется 
на ке более предпочтительным или они  будут применяться на равных. 

ый А.П. Стаховым и И.С. Ткаченко искусственный прием по пара-
метризации

ком синусе», не позволяет сохранить взаимосвязь со средними двух по-
сел, которые  выражаются  через квадратные уравн

 это значи ушена адеква
щью

«едиЛюка  ож

инус х систе
П ченные мно  ФЛГФ явл тся анало ло х ги
нк
й 

й», открыты
. Стахов пи

амного рань
т [43]: « ... к

е украинск
золотым ги

.Я. Боднаром
м ф

У
Бодч

ра ивела его на ная интуици подсказавш ч именн
и ажают сущн

 ФЛГФ
ть филлотак
 пути, по ко

са…». Сф
ому прошел

н е нез
.Я. Бо  пр

делом в прикладную «золотую» математику [4]. Эта математика базируется 
не только на р-«золотые» пропорции (по А.П. Стахову), но и на «металличе-
ские» пропорции, последовательности Фибоначчи-Люка и Фибоначчи-Барра, 
«золотые» ГП и на результаты исследования гармоничности свойств суммы и 
разности членов биномов [4]. Что касается приоритетности в открытии ФЛГФ, 

гипер ческих функций, то она по праву принадлежит
 связи , в работе [18]  предложено их также  называть «ги-

перболическими функциями Боднара». 
Впервые связал тригонометрические функции  с показательной функцией  

Л. Эйлер, у ив свои знаменитые формулы: 

      
2

cos
ixix eex

−+
= ;    

2

ixix eex
−−

= ,                                                   sin             
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где е = 2,71828… – неперово число, а i – мнимая единица 4]. Тем самым,    
Л. Эйлер заложил основы построения гиперболических функций.  

Если тригонометрические функции параметризированы окружностью 
122 =+ yx , где t

[7     

x cos= , si ty n= , то гиперболические функции парамет-

ризированы уравнением  для равнобочной гиперболы 122 =− yx , где 
tx ch=  и ty sh= , т. е. 

 
2

ch
tt eetx

−+
== ,                                                                                         (2.269) 

 
2

sh eety −
== .                                                                                         (2.270) 

Из уравнений (2.269) и (2.270) но, что первое из них является -
арифметическим 1S , а второе – среднеразностным pS . Кроме этог

tt −

 вид  средне
о число «2» 

в знаменателях формул позволяе
фу  случ

синуса (sFx) и косинуса (cFx)  авторы предлагают использовать

т сохранить основное свойство показательных 
нкций при t = 0, так  как  в этом ае х = 1 и у = 0. 
Используя некоторую внешнюю схожесть формул Бине с гиперболическими 

функциями, как отмечает В.И. Коробко, ученые А.П. Стахов и И.С. Ткаченко в 
одной из своих работ [75] предложили ввести так называемую «гиперболиче-
скую тригонометрию Фибоначчи», заменив дискретные значения степеней в 
формулах Бине на непрерывные [58]. В знаменателях формул  фибоначчиевого  

 5 , а это при-
водит к несоблюдению о
нью t = 0, т. к. в этом случае координата х ≠ 1, т. е

сновного свойства показательных функций со степе-
. 5/2=x . В данном случае, 

как тмечалось ранее, не
сти соблюдения которого на примере гиперболической функции со знаменате-
лем

 о  выполняется условие параметризации, о необходимо-

2   доказал знаменитый немец
читывая приведенные выше у

«гиперболические функции Фидия», которые могут быть использованы для 
описания ряда природных явлений нар
(2.2 ). Так, фидиева гиперболичес

ус опр

кий математик  Ф. Клейн [76]. 
У словия, предлагается ввести так называемые 

яду или взамен функций вида (2.269) и 
70 кая функция косинус )ch( t  и фидиева Ф

гиперболическая функция син еделяются равенствами:  )sh( tФ  

 ;
22

ch 00
22 tttt

Ф
eeФФtx

−− +
=

+
==                                                                    (2.271) 

 ,
22

sh 00
22 tttt

Ф
eeФФty

−− −
=

−
==                                                                 (2.272) 

аргумент функции (степень), Ф=1,618... – «золотая» пропорция (сечение) 
и е
где t – 

0 = 2,618…= Ф + 1 = Ф2. 

111



Тогда формулы фидиевых гиперболических функций для тангенса )th( tФ и 

котангенса )cth( tФ  будут следующими: 

 ;
ch
sh

0

00
t

tt

Ф
Ф ee

ee
t

t −

−

+
−

=                                                                        (2.273) 

 

th
0
t

Фt
=           

tt

tt
Ф

Ф e
eett −

−+
==

0

00chcth .                                                                              (2.274) 

го анализа общепр ематике гиперболических 
функций, строящихся на основе числа Непера (е), с предлагаемыми фидиевыми 

функциями,  основе числа Фидия 
)( 0

2 еФ = , воспользуемся табл. 2.16, где t =0, 1, 2, 3, 4 – задано в целочислен-
ном виде. 

Ф et −0sh
  

Для сравнительно инятых в мат

гиперболическими строящимися на

 
                                                                                                              Таблица 2.16 

Гиперболические функции, образуемые на основе чисел 
Непера (e) Фидия )( 0

2 еФ =  
t 

)sh( t  )ch( t  )th( t  )sh( tФ  )ch( tФ
 

)th( tФ  

0 0 1,0 0 
0

2/50
=

=  
2/2=1 

0
2/50

=
=  

1 2,35040…/2 15…/2 0,76159… 3,086 2/51  3/2 3/51  
2 7,25371…/2 ,52438…/2 0,96402… 7 2/53  7/2 7/53  
3 20,0357…/2 20,1352…/2 0,99505… 2/58  1 18/58  8/2 

4 54,5796…/2 54,6163…/2 47/5210,99932… 2/521  47/2 
 

 
Из табл. 2.16 видно, что если исключить число 2 из знаменателей дробей для 

гиперболических синусов и косинусов, то числители в б епринятых функциях 
являются иррациональными числами и не поддаютс атизации. Числите-
ли в фидиевых гиперболических синусах и косинусах выражаются системно в 
целых числах с единственным и всеобщим иррациональным коэффициентом 

о щ
я систем

51 =+ −ФФ  для tФsh . В них целые числа представляют собой последова-
тельность типа Фибоначчи (0, 1, 3, 8, 21, …) с пропущенными через одно чис-
лами (1, 2, 5, 13, …). В свою очередь, не менее интересная системность имеет 
место для tФch , где числа в числителях образуют последовательности 
типа Люка (2, 3, 7, 18, 47, …) с пропущенными через одно числами (1, 4, 11, 29, 
…). Числители функций tФth  выражаются через последовательности типа Фи-

 целые 
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5 , боначчи (0, 1, 3, 8, 21, …) с умножением каждого ее члена на а
ательность типа Люка (2, 3, 7, 18, 47, …). По мере 

 знаменатели 
– через последов увеличения 
степени t значения ф и существенн аются, ст  к 
единице.   
     рмиро  последовательностей  Фибонач  и  с пропу-
щенными ч з одно чис  свидетел твует о рассмотр  частного 
случая ли ци есто ла Фидия долж-
но ть ое рое т полученную емность и с-
станавливает ущенные  в п . 
    каз ли чис точку аметризации окружно  
и о ерб

ункций tth   tФth о сближ ремясь

Фо вание
ере

типа
ьс

чи типа Люка
ении намилами

для гипербо ческих функ й, т. е. вм  чис  2
0 Фе =  

 бы  взято друг  число, кото  сохраняе сист во
 проп

ывается, ес
 числа

за меньшее 
оследовательн
ло взять 

остях
 пар О сти

равн бочной гип олы, т. е. 10 =Ф , а за большее числ дия
то ед ес  бу тая» орция, т. к  

Ф .                                          (2.275) 

Среднегеометрическим для и числа Непера 2,718…= е будет число 
1,6 .. ад мн ства  всего лишь римерно на 
1,9 % отличающееся от «золотой» пропорции, чт зволило его инять за 
натура дн

ля но ги  функций азованных  
осн ве числа е1/2 и фибоначчи-люковых гиперболических функций 

– о Фи  2
0 Фе = , 

 ср негеометрич
2/120

ким для них
1

дет «золо  проп . 
 ( ...618 Ф=,1)Ф =⋅                          

 10 =е   
48. = е1/2, не обл ающее систе ыми свой ми и

о и по
 п

 пр
льное (приро
 сравнитель

ое) число. 
го анализа Д перболических , обр на

о

  
2

shФЛ

tt ФФt
′−′ −

=′ ,                                                                                 (2.276)  

  
2

chФЛ

tt ФФt
′−′ +

=′ ,                                                                                 (2.277) 

  tt ФФt ′−′ +′ФЛ
ФЛ ch

tt ФФtt
′−′ −′

=′ ФЛshth = ,                                                                (2.278) 

  tt ФФt ′−′ −′ФЛ
ФЛ sh

,                                                              (2.279) 

воспользуемся табл. 2.17, где 8, ... ,2 ,1 ,0

tt ФФtt
−′ +

=
′

=′ ФЛchcth
′

=′t   задано в целочисленном виде. 
     Из табл.2.17 по прежнему видно отсутствие системности и целочисленности 
в гиперболических функциях, образуемых на основе числа  е1/2 , и наличие ряда 
системных свойств в так называемых «фибоначчи-люковых гиперболических 
функциях», полученных с помощью формул (2.276), (2.277) и (2.278), где 

Недостающие числа в последовательностях типа Фибоначчи и типа 
ормировались при нечетных знаменателях

tt 2=′ . 
Люка сф  ... ,7 ,5 ,3 ,1=′t , т. е. полу-
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чены в общем виде п , 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 
21, …) и типа Люка (2, 1 следовательности в 
виде двух «спиралеобразных цепочек» находятся «в ротивофазе» между 

и  что более очевидно из функции

оследовательности типа Фибоначчи (0
, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, …). Эти по

п
t′ФЛsh  t′ФЛch ,  t′ФЛth , где по мере увели-

чения аргуме ий чисел  нта  t , значения произведен′  Фибоначчи на коэффициент

5  стре м Лю функции  мятся приблизиться к числа ка. Например, в 

)53  знаменатель 1/(297thФЛ = ...  с числом Фибо068,295 = наччи 13 с 
погрешностью 0,23753…% отличается от числителя с числом Люка 29. Для 

13

47/5218thФЛ =  с числителем ...957,46521 = , 
числа Люка 47, п

где 21 – число Фибонач-
чи, и знаменателем дроби в виде  уменьшается до 
значения 0,

Если ср  в табл. 2.16 с  из табл. 2.17, то 
становится очевидным, что табл. 2.17 поглощает табл. 2.16. Причем, все извест-
ные из математики соотношения между общепринятыми гиперболическими 
функциями справедливы и для соотношений между и-люковыми или 
фидиевыми ми. Нап ные подобного 
рода  соотн ь следующим обра

;                                                                               (2.280) 

;                                                      (2.281) 

ch2
ФЛ ′t                                                   (2.282) 

Полученная Л. Эйлером в 1740 г. замечательная формула  

                                                            (2.283) 
в случае заме

огрешность

 числами
090… %. 
авнить между собой числа

 фибоначч
ример, основ
зом: 

 гиперболическими функция
ошения  можно записат

 tФtt ′=′+′ ФЛФЛ shch
 tФtt ′−=′−′ ФЛФЛ shch                        

                1sh2
ФЛ =′− t .                  

 yiyeiy sincos ⋅+=                     
πϕ n=ны у на угол , раскрывает свя  функций с пока-

зательной функцией мнимого аргумента и позволяет выразить круговые функ-
ции через показательную функцию. Причем, угол

зь круговых

 πϕ n=  не зависит от кон-

кретного зн й мере, а обо во (п) полупе-
риодов (π) в га лебании. Следов те лер отражает ус-
ловную взаимосвязь между числами е и π  в формуле (2.280), а не в абсолютном 
понимании, как это представляют многие из ученых. По этому поводу Ф. Клейн 
пишет: «Есл  вск  тригонометри-
ческими и г нкциями,  Эйлера, выра-
жаемое формулой теряет характер поразительной еожиданности» 
[76]. В следующем абзаце этой же работы Ф. Клейн доказывает возможность 
использования в гиперболических функциях о числа е других чисел  
неких параметров в пучке параллелей

8  Зак. 

ачения π  в радианно
рмоническом ко

значает количест
льно, Л. Эйа

и, таким образом, заранее
иперболическими фу

рыть аналогию между
то великое открытие

 ϕϕ ief =)( ,  н

 вмест
  [76]. 

, как
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Таблица 2.17 
Гип  основе черболические функции, образуемые на исел 

Н (Фепера (e1/2) Фидия )2/1
0е=  t ′

 
tе
′1/2sh  tch 1/2е

′  t
e

′2/1th  t′ФЛsh  t′ФЛch  t′Фth Л
 

0 0 1,0 0 
0

2/50
=

=  
2/2=1 

0
2/50

=
=
 

1 1,0421…/2 2,25525…/2 0,4621… 1/2 2/51  )51/(1  

2 2,3504…/2 3,08615…/2 0,7615… 2/51  3/2 3/51  

3 4,2585…/2 0,9051… 2/52  )52/(4   4,7048…/2 4/2 

4 7,2537…/2 0,9640… 2/53  7/53  7,5243…/2 7/2 

5 12,1004…/2 12,2645…/2 0,9866… 11/2 2/55  )55/(11
 6 20,0357…/2 20,1352…/2 0,9950… 

 
18/2 18/582/58

 
7 33,08 0,9981… 29/2 52…/2 33,1456…/2 2/513   

)513/(29

 

8 54,5796…/2 54,6163…/2 0,9993… 2/521 47/2 47/521
   

Но если можно варьировать параметром (отклоняясь от числа е = 2,718…) в 
гиперболиче клонени также не на-
рушит равенство в формуле  Л Эйлера ьно, предлагаемые 
константы π0 = 3,144605… и е0 = 2,618033…= Ф2, а также =1,618033…=Ф, 

могут быть использованы в качестве альтернативных действующим π и е или 
для опреде сти до ых решений в ка хних (или ниж-
них) границ. 
                                                                                                                                     

Выводы 
 
По мер его разви икладной ки, она из 

своего «зачат о» состоя  пе » со-
стояние, и стать намного доступ  привлекат я специали-
стов с математическими наклонностями, но и с гуманитарным складом ума при 
создании междисциплинарной науки. Полученные нами научные результаты в 
схематическом виде приведены  на рис. 2.16 и рис. 2.17.     

я от числа π = 3,14159… ских функциях, то от
.  (2.283). Следовател

 2/1
0е

ления обла пустим честве вер

                     

е дальнейш тия пр  «золотой» математи
очног ния может быть реведена в более «зрелое

ельнее не только длнее и
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Алгебраич

++ −nn xaxa
еские уравнения n-й степени:   

0...2
2 =++−

n
n axa  1

10

Виды числовых посл
ностей, формируемых с помощью  

 
Рис. 2.16 

едователь-

рекуррентного правила: 

Пропорции, получае-
мые на основе рекур-
рентных последова-

тельностей: 

21 −− += nnn UUU  
(типа Фибоначчи-Люка)

lnnn UUlU −−− += 11)(
(типа Фибоначчи-Пойа) 

iii ,31,33,3 UUU += ++

(Фибоначчи-Падована) 

112)( −−− −= lnnn UUlU
(Фибоначчи-Барра) 

«металлические» после-
довательности 

пропорции 
типа Фибонач-

чи-Люка

пропорции 
типа Фибонач-

чи-Пойа

Пропорции 
Фибоначчи-
Падована

пропорции 
Фибоначчи-

Барра

«металлические» 
пропорции 

 

Обобщение вурфовых 
зависимостей: 

)(
))((

1

1

mmm

mmm
m llLL

lLlL
W

−−
−−

=  

Обобщение «золотых» 
m-вурфов: 

)(
))((

)( 1

1

m
mm

m
mmm

m ФФLL
ФLФL

ФW
−−
−−

=
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Уточнение теоремы Виета путем вве-

дения  свойства:  
2/1

21 Dxx =−  

Введение в теорию 
средних  чисел 

среднеразностного: 
2/)( 21 xxS р −=

Выражение ТФ че-
рез  ,1S ,0S :рS  

;/sin 10 SS=α  

1/cos SS р=α  

Квадратные 
уравнения: 

02 =±± qpxx
 

 
Рис. 2.17 

                                                                                               
 

Последовательности: 

21 −− += nnn UUU  

Фибоначчи Люка 

«Золотые» пропорции: 

1,618…=Ф; 0,618…=Ф

Фибоначчи-
Люка 

типа 
Фибоначчи- 

Люка

«Золотые» 
геометрические
прогрессии

Квадратные уравнения
для «золотых» ГП и  

«золотых» пропорций

Матричная форма представления 

Форма пред-
ставления в 

виде  
цепных 
дробей 
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          Итак, пуст
венчает наши

ь правило «золотого» сечения 
 усилия в поисках оптимальных 

 

, упущение из поля зрения такого математического свойства, как 

процедур поиска.                                    
                            А.А. Первозванский 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
 Таким образом, в этой работе приводятся основы унификации элементарной

математики, которые требуют своего дальнейшего развития. 
 За последние два столетия, несмотря на тенденцию к возрастанию роли абст-

ракции и обобщения в математике, сложилось мнение об исчерпании возмож-
ностей получения существенного нового в рамках элементарной алгебры и три-
гонометрии. Тем более, в течение четырех столетий никто из математиков не 
решился посягнуть на уточнение теоремы Виета, а ведь, по мнению Э.Т. Белла 
создание универсальных математических методов стоит в повестке дня. Следо-
вательно

Dаа ′=− 21 , привело к потере ряда связывающих и конвергенцирующих  
звеньев между основными разделами математики, что не позволило обнаружить 
несколько скрытых форм одного и того же предмета.  

 Элементарная математика немыслима без деления на следующие две состав-
ляющие: 

 арифметика, переходящая в алгебру; 
 геометрия, переходящая в тригонометрию. 
В книге У.У. Сойера «Прелюдия к математике» пр  отдельные приме-

ры взаимосвязи между тригонометрическими и алгебраическими функциями. 
Например, он пишет, что числа треугольника Паскаля встречаются в алгебре 
при возведении (1+х) в различные степени с последующим разложением в ряды, 
а также встречаю

иводятся

тся в тригонометрии в процессе произведения соответствую-
щих

умен-
тов

 эта унификация. Причем, алгебра и 
геом

 
и на высшую математику. 

 преобразований с помощью формулы для тангенса суммы двух углов [77]. 
    В монографии арифметика и геометрия непосредственно не рассматривались, 
а лишь использовались в качестве общеизвестных математических инстр

 по мере необходимости для создания основ унификации элементарной ма-
тематики. Что касается алгебры и тригонометрии, то они были взяты за тот ма-
териал, на основе которого и проводилась

етрия использовались в необходимом объеме для достижения поставленной 
научно-практической цели.  Разработанный НЛМА, базирующийся на «золо-
тое» сечения и различного рода последовательности (прикладную «золотую» 
математику), собственно и позволил заложить эти основы унификации не толь-
ко для элементарной,  но и для всей математики. Дело в том, что жесткой гра-
ницы между элементарной и высшей математиками не существует, поэтому 
разработанные основы унификации в определенной степени распространяются
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     К

ояния в более «зрелое» состояние и сделает ее 
нам

и понятиями и окружающим нас 

 

ется к окружающему миру, но лишь при 
усл

т существующую действитель-
нос

жно сомневаться, что 
усп

      

я к росту спроса этого ЛМА и на уровне созда-

ак было показано в этой работе, «золотая» пропорция и последовательности 
Фибоначчи-Люка в НЛМА занимает ключевые позиции.  Этот математический 
аппарат, по мере его дальнейшего развития, позволит перевести прикладную 
математику из «зачаточного» сост

ного доступнее и привлекательнее не только для специалистов с математи-
ческими наклонностями, но и с гуманитарным складом ума, стремясь устанав-
ливать взаимосвязи между математическим
миром. 
     Суть выше сказанного можно выразить словами выдающегося польского
мате м и я  матика Г. Штейнгауза: «Прикладная мате ат ка находитс  в зачаточном 
состоянии. Сегодня мы еще в состоянии направить ее развитие в любую сторо-
ну и располагаем в этом отношении неограниченной свободой. Необходимо 
лишь понять, что математика не свод готовых ответов на любой вопрос. Мате-
матика – это скорее школа мышления. Естественные и технические науки также 
нельзя рассматривать лишь как реестр наблюдений и экспериментов. Приклад-
ная математика есть не что иное, как сотрудничество математики и этих наук. 
Прикладной математики в виде готовой теории не существует. Она возникает, 
когда математическая мысль прикаса

овии, если и математический дух, и природная материя не закоснели. Следу-
ет иметь в виду, что наука не только описывае

ть, но и создает новую, поэтому математик должен занимать активную по-
зицию: не ожидать задач, а самому их ставить. Вряд ли мо

ехи так понимаемой прикладной математики превзойдут самые смелые ожи-
дания» [1]. 

Следует отметить, что, не смотря на получаемые хорошие результаты моде-
лирования с помощью прикладной «золотой» математики аппаратных средств 
ТКС ДН, наблюдается тенденци
ния эффективных программных средств. Так, если алгоритм Дейкстры для по-
иска кратчайшего пути между данной парой вершин графа реализуется с помо-
щью фибоначчиевой кучи (стека) и по вычислительной сложности не улучшаем, 
то реализация  алгоритма Прима с помощью фибоначчиевой кучи позволяет 
получить наименьшую вычислительную среди известных в настоящее время 
алгоритмов построения наименьшего покрывающего дерева. Кроме этого, груп-
па американских ученых в области математики и программирования отдает 
предпочтение построению хеш-функций методом умножения, ссылаясь на дока-
зательство Д.Э. Кнута (в 1972 г.) о выборе наиболее удачной для этой цели кон-
станты Ф=...618,0  [78,79,80], а симплекс метод  поиска (метод Нелдена-Мида) 
из-за использования его для анализа унимодальных функций  по всей видимо-
сти так же может быть упрощен с помощью использования параметров сжатия и 
растяжения симплекса в «золотых» пропорциях [17]. Однако следует п

н
редупре-

дит ого про-
грам

ь,  что этот метод не имеет отношения к симплекс-методу линей
мирования, а сходство названий носит случайный характер [81]. 
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