
Áåñåäà 10

1 Ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñâîáîäíîãî 4-D
ãèðîñêîïà â ìåõàíèêå Äåêàðòà

Â Áåñåäå 6 áûëî äàíî ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà â
ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïèñàíèå äâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ
4-D ãèðîñêîïà ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì ãåîäåçè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà ñ òðàíñëÿöèîííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé

ds2 = gijdxidxj =
2T

M + 2m
dt2, i, j = 1, 2

ãäå gij = gij(x
i) - ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

gij =

(
1 0
0 g′

)
, (1)

t - âðåìÿ, T - ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà 4-D ãèðîñêîïà, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

T =
M + 2m

2

(
v2

c + k2(1− k2 sin2 φ)w2
)

=
M + 2m

2

(
v2

c + g′w2
)
, (2)

ãäå

w = rω, k2 = 2m/(M + 2m), vc = v − k2w sin φ, g′ = k2(1− k2 sin2 φ) = k2g.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ

x1 = xc, x2 = rφ = φ′, v1 = vc, v2 = w

è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ðèìàíîâà
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà

d2xi

ds2
+ Γi

jk

dxj

ds

dxk

ds
= 0,

i.j, k = 1, 2

â âèäå

dvc

dt
= 0, (3)
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dw

dt
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
w2 = 0. (4)

Ïîñêîëüêó

1√
g′

d
√

g′

dφ′
= −1

r

k2 sin φ cos φ

1− k2 sin2 φ
,

òî óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

ω̇ − k2ω2cosφsinφ

1− k2sin2φ
= 0.

Èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ, èìååì

vc = const, ω = ω0

√
1− k2 sin2 φ0√
1− k2 sin2 φ

.

Ýòè ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëàìè (23) è (18) Áåñåäû 2, ò.å. îïèñûâàþò äâèæåíèå
ñâîáîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà, ñ öåíòðîì ìàññ êîòîðîãî ñâÿçàíà óñêîðåííàÿ
ëîêàëüíî èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà âòîðîãî ðîäà, ïðè ýòîì íà öåíòð ìàññ
äåéñòâóþò ñêîìïåíñèðîâàííûå ñèëû èíåðöèè. Â ýòîì ñëó÷àå öåíòð ìàññ ñâîáîäíîãî
ãèðîñêîïà ïîêîèòñÿ èëè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî.

1.1 4-D ãèðîñêîï ñ ó÷åòîì êðó÷åíèÿ Ðè÷÷è
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà öåíòð ìàññ ãèðîñêîïà äåéñòâóþò íåñêîìïåíñèðîâàííûå ñèëû
èíåðöèè - òîðñèîííûå ñèëû. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîé ñèòóàöèè â Áåñåäå 2 ìû ââåëè
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (25) è (26), êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ êàê

dv

dt
−B

d

dt
(ω sin φ) = BΦω, (5)

r
dω

dt
− dv

dt
sin φ = −Φv. (6)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ, â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïîðîæäåíà êðó÷åíèåì Ðè÷÷è è èãðàåò
âàæíóþ ðîëü ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ 4-D ãèðîñêîïà.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (5) íà sinφ è ñëîæèì åãî ñ óðàâíåíèåì (6). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

r
dω

dt
−B(ω2 sin φ cos φ) = −Φ(v −Bω sin φ). (7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (21) Áåñåäû 2

v = vc + Bω sin φ,

çàïèøåì óðàâíåíèÿ (5) è (7) â âèäå

dvc

dt
= BΦω, (8)

2



rg
dω

dt
−B(ω2 sin φ cos φ) = −Φvc, (9)

ãäå
g = 1− k2 sin2 φ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèÿ (8) è (9) ñëåäóþò èç óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà

d2xi

ds2
+ Γi

jk

dxj

ds

dxk

ds
+ 2gimΩm(jk)

dxj

ds

dxk

ds
= 0 (10)

i.j, k = 1, 2

ãäå Ω..j
ki - êðó÷åíèå Ðè÷÷è, ïîðîæäàåìîå (ñîãëàñíî Ý.Êàðòàíó) âðàùåíèåì ìàññ

âíóòðè ñèñòåìû. Äëÿ âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü
îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âèäà

d

ds

∂T

∂ui
− ∂T

∂xi
+ 2Ω..j

ki

∂T

∂uj
uk = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äàíî â ìàòåìàòè÷åñêîé ÷àñòè êíèãè "Òåîðèÿ
ôèçè÷åñêîãî âàêóóìà."Ïîýòîìó ìû çäåñü îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ñëîâåñíûì
óòâåðæäåíèåì, ÷òî îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïîçâîëÿþò âûâåñòè óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ìåõàíèêè Äåêàðòà (îáîáùåííûå óðàâíåíèÿ Ôðåíå), à íå óðàâíåíèÿ
ìåõàíèêè Íüþòîíà.

Âåäåì â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íåãîëîíîìíóþ îðòîãîíàëüíóþ äèàäó ea
i , ÷åðåç

êîòîðóþ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

gij = Λabe
a
ie

b
j,

ãäå
Λab =

(
1 0
0 1

)
.

Îðòîãîíàëüíàÿ äèàäà äëÿ äàííîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ñâÿçàííàÿ ñ
ïåðåìåííûìè Vc(t) è g′Ω(t) (ñì. Áåñåäà 6)

Vc(t) = cos η(t),
√

g′Ω(t) = sin η(t), (11)
èìååò âèä

ea
i(η(t)) =

(
cos

√
g′ sin η

− sin η
√

g′ cos η

)
,

ei
a(η(t)) =


 cos η − sin η

1√
g′

sin η 1√
g′

cos η


 .

Ïî èçâåñòíîé äèàäå ìû ìîæåì ðàññ÷èòàòü ñâÿçíîñòü àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà
äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà è íàéòè óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà
àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà

d2xi

ds2
+ ∆i

jk

dxj

ds

dxk

ds
= 0, (12)
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ýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿì (10).
Ïî îïðåäåëåíèþ, ñâÿçíîñòü àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà âû÷èñëÿåòñÿ êàê

∆i
jk = Γi

jk + T i
jk = ei

ae
a
j,k.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, èìååì

∆1
jk =

(
0 0

0
√

g′ dη
dφ′

)
,

∆2
jk =




0 − 1√
g′

dη
dφ′

0 1√
g′

d
√

g′

dφ′


 .

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîìïîíåíò êîýôôèöèåíòîâ âðàùåíèÿ Ðè÷÷è, ïîëó÷èì

T 1
jk =

(
0 0

0
√

g′ dη
dφ′

)
= T 1

22 = −T 2
12,

T 2
jk =


 0 − 1√

g′
dη
dφ′

0 0


 = T 2

11.

Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû êðó÷åíèÿ Ðè÷÷è çàïèøóòñÿ êàê

Ω2
jk =




0 − 1
2g′

d
√

g′

dφ′ sin η cos η

1
2g′

d
√

g′

dφ′ sin η cos η 0


 = Ω2

12.

Ðàñïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ (12) , ïîëó÷èì

d2x1

ds2
+ T 1

22

(
dx2

ds

)2

= 0,

d2x2

ds2
+ Γ2

22

(
dx2

ds

)2

+ 2Ω2
12

dx1

ds

dx2

ds
= 0

èëè

d2xc

ds2
+

√
g′

dη

dφ′
Ω2 = 0, (13)

d2φ′

ds2
− 1√

g′
dη

dφ′
ΩVc +

1√
g′

d
√

g′

dφ′
Ω2 = 0, (14)

Çäåñü η(φ′) -óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ äèàäû.
Ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, íàõîäèì

d2xc

ds2
= −

√
g′

dη

dφ′
Ω2, (15)

d2φ′

ds2
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
Ω2 =

1√
g′

dη

dφ′
ΩVc (16)
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èëè
dvc

dt
= −

√
g′

dη

dt
w, (17)

dw

dt
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
w2 =

1√
g′

dη

dt
vc, (18)

ãäå
g′ = k2(1− k2 sin2 φ).

Ñðàâíèâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèÿìè (3) è (4) ìîæíî óâèäåòü â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèé (17) è (18) äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, êîòîðûå ïîðîæäåíû êðó÷åíèåì Ðè÷÷è
Ω..i

jk.

1.2 Òîðñèîííûå ñèëû â 4-D ãèðîñêîïå

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
Φ(t) = −

√
g′

k2

dη

dt
, (19)

òîãäà óðàâíåíèÿ (17) è (18) ïðèíèìàþò âèä

dvc

dt
= BΦω, (20)

dω

dt
− k2ω2 sin φ cos φ

1− k2 sin2 φ
= − 1

rg
Φvc, (21)

÷òî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèÿì (3) è (4). Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü g = 1− k2 sin2 φ.
Èç óðàâíåíèé (20) è (21) âèäíî, òîðñèîííûå ñèëû ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé óãëîâîå

óñêîðåíèå ω̇ è "ïîñòóïàòåëüíîå"óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ ãèðîñêîïà v̇c. Â ñàìîì äåëå,
ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (21) ôóíêöèþ Φ èç óðàâíåíèÿ (20), èìååì

ω̇ − k2ω2 sin φ cos φ

1− k2 sin2 φ
= − v̇cvc

Bωrg
.

Èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî âñÿêîå èçìåíåíèå óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ω̇ âûçûâàåò
èçìåíåíèå óñêîðåíèÿ öåíòðà ìàññ v̇c.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
w∗ = rω

√
g′.

òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (17) è (18) çàïèøóòñÿ êàê

v̇c = k2 Φ√
g′

w∗, (A′)

ẇ∗ = − Φ√
g′

vc. (B′)

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (A') íà M + 2m, à óðàâíåíèå (B') íà 2m, ïîëó÷èì

ṗ =
Φ√
g′

q, q̇ = −k2 Φ√
g′

p,

5



ãäå
p = (M + 2m)vc, q = 2mw∗.

Ïîñêîëüêó
ṗq =

Φ√
g′

q2, q̇p = −k2 Φ√
g′

p2,

òî ìû èìååì ñëåäóþùèé êîììóòàòîð

ṗq − q̇p =
Φ√
g′

(q2 + k2p2) =
4mΦ√

g′
T, (22)

ãäå T -ïîëíàÿ ýíåðãèÿ 4-D ãèðîñêîïà.
Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî óñêîðåíèå öåíòð ìàññ 4-D ãèðîñêîïà v̇c íå

çàâèñèò îò óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ω̇ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðó÷åíèå
Ðè÷÷è Ω..i

jk è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ ðàâíû íóëþ.

2 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ïðåöåññèÿ 4-D
ãèðîñêîïà

Ôîðìóëà (22) èíòåðåñíà åùå è òåì, ÷òî îíà ïðåäñêàçûâàåò ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííóþ ïðåöåññèþ ñâîáîäíîãî îò âíåøíèõ ñèë 4-D ãèðîñêîïà. Âî âðåìÿ òàêîé
ïðåöåññèè âíåøíèé íàáëþäàòåëü äîëæåí âèäåòü ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè
öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ÿâëåíèå
âûõîäèò çà ðàìêè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, îñíîâàííîé íà ìåõàíèêå Íüþòîíà. Íàó÷íîå
îáúÿñíåíèå ýòîìó ÿâëåíèþ ìîæíî äàòü òîëüêî â òàêîé ìåõàíèêå, ãäå ãåîäåçè÷åñêîå
äâèæåíèå - äâèæåíèå ïî èíåðöèè îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîëèíåéíîãî è ðàâíîìåðíîãî
ãåîäåçè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìåõàíèêè Íüþòîíà. Èìåííî òàêîé ìåõàíèêîé ÿâëÿåòñÿ
ìåõàíèêà Äåêàðòà, â êîòîðîé äâèæåíèå öåíòðà ìàññ 4-D ãèðîñêîïà ïðîèñõîäèò â
ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà
(12). Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ïðåöåññèþ 4-D ãèðîñêîïà,
ðàññìîòðèì ôèçèêó, îïèñûâàþùóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïðåöåññèþ 3-D ãèðîñêîïà.

2.1 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðåöåññèÿ 3-D ãèðîñêîïà

Â áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ ïî êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îáõîäèòñÿ âîïðîñ, ñâÿçàííûé
ñ óñêîðåííûì äâèæåíèè ïî èíåðöèè, â òîì ÷èñëå è óñêîðåííîå âðàùåíèå ïî èíåðöèè
ìàëûõ ýëåìåíòîâ 3-D ãèðîñêîïà

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñâîáîäíîå âðàùåíèå 3-D ãèðîñêîïà. Ïðè âðàùåíèè
ãèðîñêîïà ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω íà êàæäûé åãî áåñêîíå÷íî ìàëûé
ýëåìåíò ∆m, îòñòîÿùèé íà ðàññòîÿíèè l îò îñè âðàùåíèÿ, äåéñòâóåò öåíòðîáåæíàÿ
ñèëà èíåðöèè fin = −∆mlω2. Ýòà ñèëà íàïðàâëåíà îò îñè âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, íà ýòîò æå ýëåìåíò äåéñòâóåò ñèëà óïðóãîñòè ìàòåðèàëà, èç êîòîðîãî
èçãîòîâëåí 3-D ãèðîñêîï. Ýòà ñèëà íàïðàâëåíà â ñòîðîíó îñè âðàùåíèÿ. Îíà ðàâíà
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñèëå èíåðöèè fin è íàïðàâëåíà â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó,
ïîýòîìó ñóììà ñèëû èíåðöèè è ñèëû óïðóãîñòè ðàâíà íóëþ.

Ïîäîáíóþ ñèòóàöèþ ìû èìååì â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà, êîãäà ïðè
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Ðèñ. 1: Âîçäåéñòâèå íà 3-D ãèðîñêîï âíåøíåé ñèëîé F (a); ïðåöåññèÿ 3-D ãèðîñêîïà
ïîñëå îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ âíåøíåé ñèëû (á)

äâèæåíèè ïî ãåîäåçè÷åñêèì ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíî ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà
ñêîìïåíñèðîâàíà ñèëîé èíåðöèè. Ïîýòîìó ñ êàæäûì áåñêîíå÷íî ìàëûì ýëåìåíòîì
∆m âðàùàþùåãîñÿ 3-D ãèðîñêîïà ìîæíî ñâÿçàòü óñêîðåííóþ ëîêàëüíî ëîðåíöîâó
ñèñòåìó îòñ÷åòà ïåðâîãî ðîäà (ñì. Áåñåäà 2). Â äàííîì ñëó÷àå, òàêàÿ óñêîðåííàÿ
ñèñòåìà îòñ÷åòà äâèæåòñÿ óñêîðåííî, íî ïî èíåðöèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè
ãåîäåçè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âäîëü îñè âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà ðàñïîëîæåí ñòåðæåíü, æåñòêî
ñ íèì ñâÿçàííûé. Âîçäåéñòâóåì íà ïëå÷î r ñòåðæíÿ âíåøíåé ñèëîé F (ñì. ðèñ.
1a). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, âíåøíÿÿ ñèëà F äåéñòâóåò â ïëîñêîñòè ZY ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü èç êîíöà âåêòîðà X. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþùèé
ìîìåíò M=[Fr] íàïðàâëåí â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè X (ïðàâàÿ ñèñòåìà
îòñ÷åòà) è ñþäà æå íàïðàâëåíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü Ω, ñîçäàííàÿ äåéñòâèåì âíåøíåé
ñèëû F . Ðåàêöèÿ ãèðîñêîïà íà êðàòêîâðåìåííîå äåéñòâèå âíåøíåé ñèëû F áóäåò
ñëåäóþùåé:

1) âîçíèêíåò ãèðîñêîïè÷åñêèé ýôôåêò, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó îñü X, âäîëü êîòîðîé
íàïðàâëåíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü Ω, áóäåò ñòðåìèòñÿ ñîâïàñòü ñ îñüþ Z;

2) îñü âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà îòêëîíèòüñÿ èç ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
â ïëîñêîñòè XZ è íà÷íåò ïðåöåññèðîâàòü âîêðóã ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ñ
÷àñòîòîé ω + Ω (ñì. ðèñ. 1á).

3) öåíòð ìàññ ãèðîñêîïà îñòàíåòñÿ íà ìåñòå, åñëè âñÿ ðàáîòà âíåøíåé ñèëû F
áóäåò ñîâïàäàòü ñ äîáàâî÷íîé âðàùàòåëüíîé ýíåðãèåé ïðåöåññèðóþùåãî ãèðîñêîïà,
ïîðîæäåííîé ÷àñòîòîé ïðåöåññèè Ω.

Çäåñü ÿ åùå ðàç ïðèâåäó ñëîâà ñïåöèàëèñòà ïî òåîðèè ãèðîñêîïîâ Ê.Ìàãíóñà:
¾×òîáû îáúÿñíèòü ïîâåäåíèå âðàùàþùåãîñÿ òåëà, ÷àñòî ïðîâîäÿò àíàëîãèþ
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ìåæäó âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì òåëà è äâèæåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Îäíàêî ýòà
àíàëîãèÿ â òåîðèè ãèðîñêîïà ñêîðåå âðåäíà, ÷åì ïîëåçíà, òàê êàê îáëàñòü, â êîòîðîé
îíà ñïðàâåäëèâà, êîí÷àåòñÿ êàê ðàç òàì, ãäå íà÷èíàþòñÿ òèïè÷íûå ãèðîñêîïè÷åñêèå
ÿâëåíèÿ.¿

×òî èìåë ââèäó Ê.Ìàãíóñ, ãîâîðÿ ýòè ñëîâà? Êîíå÷íî æå ðåàêöèþ âðàùàþùåãîñÿ
3-D ãèðîñêîïà íà âíåøíåå âîçäåéñòâèå. Ýòî ïîäòâåðæäàåò äðóãîé èçâåñòíûé
ñïåöèàëèñò â òåîðèè 3-D ãèðîñêîïîâ Ð. Ãðàììåëü. Äëÿ îáëàñòè ãèðîñêîïè÷åñêèõ
ÿâëåíèé, ïî âûðàæåíèþ Ð.Ãðàììåëÿ 1,

¾ "àíèçîòðîïèÿ òâåðäîãî òåëà, ïîðîæäàåìàÿ åãî âðàùåíèåì", íå èìååò àíàëîãà
â ìåõàíèêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Åñëè íàíåñòè óäàð ïî ïîêîÿùåéñÿ ìàòåðèàëüíîé
÷àñòèöå, îíà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè óäàðíîãî èìïóëüñà. È, íàïðîòèâ,
ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû ïðèëîæåíèå ê ïîêîÿùåìóñÿ òåëó óäàðíîãî ìîìåíòà
âûçâàëî âðàùåíèå òåëà èìåííî âîêðóã òîé îñè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äåéñòâîâàë
ìîìåíò¿.

Äåéñòâèòåëüíî, â ðàññìîòðåííîì íàìè ñëó÷àå óäàðíûé ìîìåíò äîëæåí áûë
âûçâàòü âðàùåíèå âîêðóã îñè X, îäíàêî ìû ïîëó÷èëè ïðåöåññèþ îñè âðàùåíèÿ
ãèðîñêîïà âîêðóã îñè Z. Åñëè òåïåðü ïîìåñòèòü ïðåöåññèðóþùèé ãèðîñêîï âäàëè
îò âíåøíèõ ñèë, òî îí áóäåò ñîâåðøàòü ýòî ñëîæíîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñêîëü
óãîäíî äîëãî, âðàùàÿñü ïî èíåðöèè.

Îòëè÷èå ìåõàíèêè âðàùàþùåãîñÿ òåëà (ìåõàíèêè îðèåíòèðóåìîé òî÷êè)
îò ìåõàíèêè òî÷êè, î êîòîðîì ãîâîðÿò Ê.Ìàãíóñ è Ð.Ãðàììåëü, ñâÿçàíî ñ
íåãîëîíîìíîñòüþ óãëîâûõ êîîðäèíàò â ìåõàíèêå Äåêàðòà (ñì. Áåñåäà 7). Âñå
ãèðîñêîïè÷åñêèå ýôôåêòû óêàçûâàþò íà ýòî. Òðóäíîñòü âîñïðèÿòèÿ ýòîãî ôàêòà
ñâÿçàíà, âèäèìî, ñ òåì, ÷òî äî ñèõ ïîð â ìåõàíèêå óãëîâûå êîîðäèíàòû íå âõîäèëè â
ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî êîíòèíóóìà è áîëüøèíñòâî ó÷åíûõ ñ÷èòàåò,
÷òî ïðè íåðåëÿòèâèñòñêîì îïèñàíèè âðàùåíèÿ ìàòåðèè äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ìåõàíèêè Íüþòîíà. Îäíàêî, ìåõàíèêà Äåêàðòà óòâåðæäàåò,
÷òî îáùåïðèíÿòàÿ òî÷êà çðåíèÿ îãðàíè÷åíà è íå ïîçâîëÿåò ïðàâèëüíî òðàêòîâàòü
íàáëþäàåìûå ãèðîñêîïè÷åñêèå ýôôåêòû.

2.2 Ïðåöåññèÿ ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà â ct-x ïëîñêîñòè

Ïîñêîëüêó 4-D ãèðîñêîï âðàùàåòñÿ íå òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå, íî è â
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïëîñêîñòÿõ, òî, ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè Íüþòîíà, åãî
ïðåöåññèÿ âûãëÿäèò ïðîñòî íåâåðîÿòíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåöåññèÿ âîêðóã
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îñè îçíà÷àåò èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî
4-D ãèðîñêîïà âîêðóã íåêîòîðîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 2). Ïîêàæåì
ýòî àíàëèòè÷åñêè. Óðàâíåíèÿ (À') è (Â') ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

v̇∗c = k2Φ∗w,

ẇ = −Φ∗v∗c .

ãäå
v∗c = vc − v0, Φ∗ =

Φ√
g′

,

1Ñïåöèàëèñò â òåîðèè ãèðîñêîïîâ, íàïèñàâøèé êíèãó ¾Ãèðîñêîï, åãî òåîðèÿ è ïðèìåíåíèÿ¿, ò. 1.
ò. 2, ÈË, Ì., 1952, (ïðèì. àâòîðà).
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Ðèñ. 2: Ïðåöåññèÿ 4-D ãèðîñêîïà â ïëîñêîñòè ct− x

è v0 = const - íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

Φ∗ = κ0 = const.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåïåðü ïðèíèìàþò âèä

v̇∗c = k2κ0w,

ẇ = −κ0v
∗
c .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå è âûðàçèì óãëîâîå óñêîðåíèå ÷åðåç v∗c

v̈∗c = k2κ0ẇ = −k2κ2
0v
∗
c

èëè

v̈∗c = −k2κ2
0v
∗
c .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ êàê

v∗c = A cos(kκ0t) + C sin(kκ0t).

Òàê êàê ïðè t = 0 ñêîðîñòü v∗c = 0, òî A = 0 è C = v0, ïîýòîìó

vc = v0 sin(kκ0t) + v0 = v0 (1 + sin(kκ0t)) . (23)
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè è èíòåãðèðóÿ åãî ïî
âðåìåíè, èìååì

w =
v0

k
cos(kκ0t) + (w0 − v0

k
).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w =
√

g′rω, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè

ω =
v0√
g′rk

cos(kκ0t)) +
rω0

√
g′(φ0)− v0/k

r
√

g′
.

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷àåì ïðè v0 = 0.
Ðåøåíèå (23) ïðåäñêàçûâàåò èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî

÷åòûðåõìåðíîãî ãèðîñêîïà ïðè ñîõðàíåíèè ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû è îïèñûâàåò
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ïðåöåññèþ 4-D ãèðîñêîïà 2.

2.3 Ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ïðåöåññèþ 4-D ãèðîñêîïà

Ìû íàáëþäàëè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ïðåöåññèþ 4-D ãèðîñêîïà âî âðåìÿ
èññëåäîâàíèÿ àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà êîðïóñà ãèðîñêîïà î ñòåíêó. Â ðàçíûõ ñåðèÿõ
ýêñïåðèìåíòîâ äëèòåëüíîñòü óäàðà ñîñòàâëÿëà 0.02 - 0.05 ñåê.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè, íà êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííàÿ ïðåöåññèÿ, ò.å. ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ ñâîáîäíîãî
4-D ãèðîñêîïà, äî è ïîñëå óäàðà.

Íà ðèñ. 3à íà 4-D ãèðîñêîï äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà äî âåðòèêàëüíîé ÷åðòû.
Íà ãðàôèêå âèäíî, ÷òî êîãäà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû êîðïóñ èäåò âïåðåä,
öåíòð ìàññ òîæå èäåò âïåðåä, ïðè ýòîì ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ïðåâûøàåò ñêîðîñòü
êîðïóñà. Çàòåì âíåøíÿÿ ñèëà ïåðåñòàåò äåéñòâîâàòü (ïîñëå âåðòèêàëüíîé ÷åðòû) è
ãèðîñêîï ñâîáîäíî äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè ê ñòåíêå. Ïðè åãî ñâîáîäíîì äâèæåíèè
ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü êîðïóñà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ, ïðè ýòîì
ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ îñöèëëèðóåò îêîëî íåêîòîðîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñ àìïëèòóäîé
ïðèáëèçèòåëüíî 30 ñì/ñåê. Êîíå÷íî, íà 4-D, êîðïóñ êîòîðîãî ÷åðåç êîëåñà ñâÿçàí ñ
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ, äåéñòâóþò ñèëû òðåíèÿ. Îäíàêî èç ãðàôèêà íà ðèñ.
3à âèäíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè êîðïóñà âïåðåä öåíòð ìàññ òîæå äâèæåòñÿ âïåðåä, â
òî âðåìÿ êàê ñèëû òðåíèÿ äîëæíû áûëè äâèãàòü â ýòîì ñëó÷àå öåíòð ìàññ íàçàä.
Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâåííî- âðåìåííàÿ ïðåöåññèÿ ñâîáîäíîãî ãèðîñêîïà âîçíèêàëà
òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ óãëàõ óäàðà. Äëÿ äðóãèõ óãëîâ ìû íàáëþäàëè ïîñòîÿíñòâî
ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ êàê äî, òàê è ïîñëå óäàðà.Íà ðèñ. 3á èçîáðàæåí òîò æå ñàìûé
ïðîöåññ, íî ñ ìåíüøåé àìïëèòóäîé.

Íàêîíåö, íà ðèñ. 3â ìû âèäèì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ïðåöåññèþ 4-D ïîñëå
óäàðà. Ïðåäñòàâëåííûå êðèâûå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäâàðèòåëüíûå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûé íóæäàþòñÿ íå òîëüêî â êà÷åñòâåííîì, íî
è â êîëè÷åñòâåííîì îáîñíîâàíèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïðåöåññèè ñâîáîäíîãî
4-D ãèðîñêîïà.

2Ýòî ðåøåíèå âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî Ñèäîðîâûì Àíäðååì Íèêîëàåâè÷åì â íà÷àëå 2003 ãîäà â
Òàéëàíäå.
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Ðèñ. 3: Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïðåöåññèè
ñâîáîäíîãî 4-D ãèðîñêîïà â ïëîñêîñòè ct − x âî âðåìÿ óäàðîâ êîðïóñà î
ñòåíêó: à)ïðåöåññèÿ äî óäàðà (ïîñëå âåðòèêàëüíîé ëèíèè); á)òîæå ñàìîå â äðóãîì
ýêñïåðèìåíòå; â) ïðåöåññèÿ ïîñëå óäàðà
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Îòìåòèì ñëåäóþùèå îáùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâåííîé ïðåöåññèè 3-D ãèðîñêîïà
è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ïðåöåññèè 4-D ãèðîñêîïà.

1) è â òîì è äðóãîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïîäåéñòâîâàòü íà ãèðîñêîï
âíåøíåé ñèëîé;

2) ýôôåêòèâíîñòü ïðåöåññèè çàâèñèò îò äëèòåëüíîñòè âîçäåéñòâèÿ (ëó÷øèé
ýôôåêò îêàçûâàåò êîðîòêèé óäàð);

3) ïðåöåññèÿ ãèðîñêîïà çàâèñèò îò àíèçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà, ñîçäàííîé
âðàùåíèåì ãèðîñêîïà (äëÿ 4-D ãèðîñêîïà, íàïðèìåð, îò óãëà óäàðà).

3 Ãåîìåòðèçàöèÿ âíåøíèõ ñèë

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ 4-D ãèðîñêîïà âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, ïîýòîìó
äëÿ ñâîáîäíîãî ãèðîñêîïà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ṡ =
ds

dt
=

√
v2

c + g′w2 =

√
T

M + 2m
= const,

ãäå ṡ = ds/dt = const.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà 4-D äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû èëè ìîìåíòû

âíåøíèõ ñèë. Òîãäà åãî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåñòàåò áûòü ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé è,
ñîîòâåòñòâåííî, ìåòðèêà êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íå èíâàðèàíòíà, ò.å.

ṡ = ds/dt 6= const.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèå ìåòðèêè îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ
âíåøíèìè ñèëàìè è ìîìåíòàìè âíåøíèõ ñèë, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü äàòü èì
ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå.

Îïóñêàÿ ñêó÷íûå ïîäðîáíîñòè, çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 4-D ãèðîñêîïà (15)
è (16) â âèäå

dVc

ds
+

√
g′

dη

ds
Ω = 0, (24)

dΩ

ds
− 1√

g′
dη

ds
Vc +

1√
g′

d
√

g′

dφ′
Ω2 = 0. (25)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñîîòâåòñòâèå óðàâíåíèé (24) è (25) ñ óðàâíåíèÿìè
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ïåðåéäåì â íèõ ê ïðîèçâîäíûì ïî âðåìåíè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

ds
=

1

ṡ

d

dt
,

è vc = dxc/dt è w = rω = rdφ/dt, çàïèøåì óðàâíåíèÿ (24) è (25) êàê

dvc

dt
+

√
g′

dη

dt
w − d ln ṡ

dt
vc = 0, (26)

dw

dt
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
w2 − 1√

g′
dη

dt
vc − d ln ṡ

dt
w = 0. (27)
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Âíèìàíèå!

Ñðàâíèâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèÿìè (17) è (18) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî îíè
ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, êîòîðûå îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ 4-D ãèðîñêîïà ìåíÿåòñÿ. Åñëè ýíåðãèÿ ïîñòîÿííà, òî, êàê ëåãêî âèäåòü, ýòè
äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ (26) è (27) â âèäå

dvc

dt
= Ax, (28)

dw

dt
+

1√
g′

d
√

g′

dφ′
w2 = Aφ′ , (29)

ãäå
Ax = −

√
g′

dη

dt
w +

d ln ṡ

dt
vc = Φ(t)w + ax, (30)

- óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ è

Aφ′ =
1√
g′

dη

dt
vc +

d ln ṡ

dt
w = − 1

g′
Φ(t)vc + aφ′ , (31)

- óãëîâîå óñêîðåíèå âðàùåíèÿ ãðóçîâ, ïðè÷åì óñêîðåíèÿ

ax =
d ln ṡ

dt
vc, (32)

aφ′ =
d ln ṡ

dt
w. (33)

ïîðîæäåíû âíåøíèìè ñèëàìè è ìîìåíòàìè âíåøíèõ ñèë, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñàìîì
äåëå, óìíîæèì (30) íà vc, à (31) íà g′w è ðåçóëüòàò ñëîæèì

d ln ṡ

dt
(v2

c + g′w2) = axvc + g′aφ′w

èëè
1

2

dṡ2

dt
= axvc + g′aφ′w. (34)

Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íà ïîëíóþ ìàññó ñèñòåìû, èìååì

dT (t)

dt
= Fxvc + Fφ′w. (35)

Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò çàêîí èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè 4-D ãèðîñêîïà
ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî âíåøíèå ñèëû

Fx = (M + 2m)ax (36)
è

Fφ′ = (M + 2m)g′aφ′ (37)
ìåíÿþò ýíåðãèþ ñèñòåìû, â òî âðåìÿ êàê ñèëû èíåðöèè
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F1 = (M + 2m)Φw (38)
è

F2 = −(M + 2m)
1

g′
Φvc (39)

ýíåðãèþ ñèñòåìû íå ìåíÿþò. Îäíàêî ðîëü ýòèõ ñèë â ñèñòåìå çíà÷èòåëüíà - ñîõðàíÿÿ
ïîëíóþ ýíåðãèþ, îíè îáåñïå÷èâàþò ðàñïðåäåëåíèå ýòîé ýíåðãèè ñèñòåìû
íà âðàùàòåëüíóþ è "ïîñòóïàòåëüíóþ".

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (32) è (33) ïðåäñòàâèì âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû ÷åðåç
èçìåíåíèå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà

Fx = (M + 2m)ax = (M + 2m)
d ln ṡ

dt
vc, (40)

Fφ′ = (M + 2m)g′aφ′ =
d ln ṡ

dt
w. (41)

Ýòè ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî óïðàâëÿÿ âíåøíèìè ñèëàìè è ìîìåíòàìè,
äåéñòâóþùèìè íà 4-D ãèðîñêîï, ìîæíî óïðàâëÿòü ëîêàëüíîé ìåòðèêîé
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà 4-D ãèðîñêîïà. Êðîìå òîãî, â ìåõàíèêå Äåêàðòà
ìû èìååì íîâûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ãåîìåòðèçîâàòü ñèëû, äåéñòâóþùèå íà
ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó - 4-D ãèðîñêîï.
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